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Prologo 
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Uno de los objetivos de este libro es la visualization en 3D. La mayoria de figuras en 3D tienen una liga a 
un applet (debe tener una conexion a Internet), en este applet el lector puede manipular las figuras con 
el raton. La idea es visualizar no solo el espacio tridimensional, tambien poder entrenar en visualizar 
cortes de superficies, intersecciones y proyecciones de una superficie o un solido, en algunos de los pianos 
XY, XZ o Y Z. Este conocimiento se aplica despues en el calculo de integrales dobles, triples, de lineay de 
superficie. Este es un libro para el profesor y el estudiante. Se trata de refrescar con una introduction con 
la teoria que sustenta los calculos. Luego se presentan una ejemplos para aprender destrezas de calculo. 
Muchos de estos ejemplos han aparecido en examenes, en el curso de Calculo Superior del Instituto 
Tecnologico de Costa Rica. En esta edition se completaron todos los applets y se incluye una introduction 
intuitiva a los temas de cambio de variable, integrales de linea y superficie, circulation y flujo, divergencia, 
rotational y teorema de Stokes. 

Esta es una nueva revision (Enero 2014) en la que cambiaron y/o se mejoraron algunos graficos, se 
redistribuyo parte del material y se corrigieron varios errores en algunos enunciados y en los ejemplos. 

La plantilla ETgX de este libro se puede solicitar al autor (wmora2@itcr.ac.cr) 


Cartago, Enero 2014. 


W. Mora F. 




1.1 Introduccion. 


Ademas de la rectas, los drculos, los pianos y las esferas; los griegos se interesaron por las curvas obtenidas como seccio- 
nes deuncono (parabolas, elipsesehiperbolas). No es totalmente claro el por que delinteres en estas curvas ([15], [13]). 


Las referencias que estan disponibles parecen relacionar las 
conicas con el problema de duplication del cubo (problema de 
Delos): Dado un cubo de lados de medida s y por tanto de vo- 
lumen s 3 , encontrar un cubo de lados de medida x y volumen 
2s 3 . Hay que entender que solo se podia usar las condiciones 
auto-impuestas en la epoca: Las construcciones deblan hacerse 
solo con regia (sin marcas) y compas. Hipocrates redujo el pro- 
blema a un problema de proporciones, 


s:x = x:y = y:2s (1.1) 

De aqui se deduce que los valores x,y deben estar en la 
parabola x 2 - sy y en la hiperbola xy = 2s 2 . La solution se 
obtiene como la intersection de estas curvas, x = \[2 s que 
es un numero que no se puede construir con regia y compas 
(como se demostro un 2000 anos despues). En la epoca griega, 
estas curvas aparecen como relaciones geometricas. 


A 



■KA 2 = MA.AN — ZA . . Hr = . ZA. 

Zn ZH 

Figura 1.1: Derivation de la ecuacion de la para- 
bola segun Apolonio de Perga ([13]). 


Menecmo (320 a. C.) parece ser el primero en encontrar estas curvas, en sus esfuerzos por resolver el problema de 
Delos de manera geometrica. No es claro como pudo llegar a estas curvas (aunque hay varias conjeturas). Es probable 
que fuera de una manera similar a la manera en la que Apolonio de Perga (262 a.C.) las deduce en sus libros. 
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Secciones Conicas 


En el siglo III a.C., Apolonio estudia las conicas como una section de un cono circular y caracteriza los puntos de la 
conica segun sus distancias a dos llneas y deduce una gran cantidad de propiedades geometricas a partir de su carac- 
terizacion, todo en terminos geometricos, sin notation algebraica (la manipulation de las conicas es esencialmente 
algebraica, disfrazada en forma geometrical. Sus tratados sobre conicas fueron una joya de las matematica antigua. 

Pappus de Alejandria (a.C. 290 - a. C.350) publico una obra en la que se resume los conocimientos matematicos de 
su epoca, recogiendo fragmentos, a veces integros, de las obras que constituian los fundamentos de la ensenanza de 
las matematicas en la ciudad de Alejandria, hoy en gran parte perdidas. En lo que respecta a conicas, su contribution 
mas importante fue la introduccion de los conceptos de foco, directriz y excentricidad de una conica con lo que se 
puede dar una definicion equivalente en terminos de la proporcion entre la distancia de los puntos de la conica a un 
foco y la distancia a una directriz; esta proporcion es constante y se denota con e y se le llama excentricidad de la conica. 



Figura 1.2: Definicion de una conica usando foco, directriz y excentricidad. 

Despues de Pappus pasaron doce siglos en el que hubo una total perdida de interes por las conicas (desde los tiempos 
de Pappus hasta el siglo XVTI). Luego vino un renovado interes en una epoca en que se tenian nuevos metodos (los de 
Desargues y los de al geometria analitica) y las necesidades de la nueva astronomia, por ejemplo. 

Para los pioneros de la ciencia moderna (Galileo, Kepler, Huygens y Newton), los estudios de Apolonio sobre la parabola, 
hiperbola y la elipse fueron el punto de partida para su exploration de las leyes de la naturaleza. 

Con la introduccion de la geometria analitica (geometria con coordenadas mas la posibilidad de manipular y resolver 
ecuaciones algebraicas), las curvas planas se podian definir por una ecuacion de dos variables. J. Wallis fue el primero 
en probar de manera clara, en 1655, que la ecuacion 


Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

es la representation algebraica de las conicas. Segun los coeficientes A, B, C,D,E y F, hay curvas de diversa naturaleza. 
Por ejemplo, x 2 + y 2 = 0 la satisface solo el punto (x, y) = (0, 0) mientras que x 2 + y 2 + 1 = 0 no tiene solution. Si la 
ecuacion facto riza como {Aix + Biy + Ci)(A 2 X + B 2 y + C 2 ) = 0 tendriamos un par de rectas, es decir, los puntos que 
estan sobre las rectas de ecuacion A\X + B\y + Ci = 0 o A 2 X + B 2 y + C\ = 0 satisfacen el caso reducible. Fuera de estos 
‘casos degenerados’ y del caso reducible, queda el caso irreducible que corresponde a las parabolas, elipses e hiperbolas. 


1.2 Preliminares 
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En este capitulo se introducen las conicas como lugares geometricos 1 y luego se pasa a la version analltica. En la 
primera parte solo consideramos conicas con eje focal paralelo a los ejes coordenados, es decir, conicas de ecuacion 
Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0. En la segunda parte se considera la ecuacion general Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 
que, en el caso no degenerado, corresponde a conicas con rotacion. Haciendo un cambio de variable, se “elimina la 
rotacion” y volvemos al caso estandar en un nuevo sistema de ejes. 

Graficador de conicas. Una manera facil de obtener la representation grafica de una conica es introducir su ecuacion 
(o sus propiedades) en Wolfram Alpha, en http : //www. wolf ramalpha. com/ input/?i=conics 


1.2 Preliminares 

Distancia entre dos puntos. La distancia euclidiana de un punto A = (fli,fl 2 ) a otro punto B = (bi,£? 2 ) se puede 
obtener usando el teorema de Pitagoras: d{ A, B) = 1 1 A - B \ \ = \/ [a\ - b\) 2 + ( <22 - £? 2 ) 2 


Ejemplo 1.1 

▼ 


Sean A - (1,1) y B = (5,3). Entonces, 

d(A,B) = \\A-B\\ = \/(l - 5) 2 + (1 — 3) 2 - V20 



Punto Medio. El punto medio entre A y B es M = — — — . La distancia de A a M es d(A, M) = - — - — 


S' 


Ejemplo 1.2 


, , (1+5, 3 + 1) 

Sean A - (1,1) y B = (5,3). El punto medio es M = = (3,2). 


Uas definiciones que se presentan son equivalentes a la definition original de las “conicas” como una section de un cono. Una demostracion 
elegante de esta equivalencia fue presentada en 1822 por el matematico belga G.P. Dandelin. Aunque es sencilla, en este texto no se incluye la 
demostracion. Se puede consultar [10]. 
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Secciones Conicas 


Y \ 



B 




A ^ \ 


, , , T ► 

X 

Figura 1.4: d{M,B) = \/l3 


Completar el cuadrado. En el tema de conicas es muy util la “completacion de cuadrados” pues nos permite reducir 
ecuaciones del tipo Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 a una ecuacion mas natural y con mas information. Una manera de 
completar cuadrados es 


ax 2 + bx+ c = a 


Af 


x+ ■ . 

2d ) 


A 

4 a 


■ + c 


Ejemplo 1.3 

a.) Completar el cuadrado en 4x 2 - 8x 


Solucion: 4x 2 -8x = 4 


x + 
v 2-4) 


-8 t 2 (— 8) 2 


4-4 


4(x— l) 2 — 4 


b.) Completar el cuadrado en: y 2 + 4y - 8 


4r (4) 2 

Solucion: y 2 + 4y-8 = ( y + — I _ ^' _8 


(y + 2) 2 - 12 


Lugares geometricos. Informalmente, un “lugar geometrico” es el “rastro” o la “huella” que deja un punto que 
se mueve de acuerdo a una ley especificada. En lo que a nosotros concierne, usaremos esta definicion: Un “lugar 
geometrico’’ es el conjunto de todos los puntos (usualmente los puntos de una curva o una superficie) que satisfacen 
algun criterio o propiedad. 


1.3 La Parabola 
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Ejemplo l .4 (Lugar geometrico). 

Una circunferencia en el piano es el lugar geometrico de los puntos que 
equidistan de un punto O llamado “centra”. 

Nos interesa la ecuacidn cartesiana de la curva que se forma: Una circun- 
ferencia de radio a esta formada por todos los puntos (x, y) que estan a 
una distancia “a” del centra O = ( h , k). Entonces 

\\{x,y)-{h,k)\\ = a => yj [x- h ) 2 + [y - k ) 2 = a 
=> (x- h ) 2 + (y- k ) 2 = a 2 


La ecuacion (x- h ) 2 + (y- k ) 2 = a 2 es la version “analitica” para una 
circunferencia de centra (h, k) y radio a. 



1 .3 La Parabola 


Definicion 1.1 (La parabola como lugar geometrico). 


En un piano, una parabola es el lugar geometrico de todos los puntos 
Q equidistantes de un punto fijo F (llamado foco) y de una recta fija C 
(llamada directriz ) que no contiene a F, es decir, d{Q,F) = d{Q,(). 



Propiedad focal de la parabola En Fisica, la ley de reflexion establece que si un rayo de luz toca una superficie 
pulida m en un punto Q, este rayo es reflejado a lo largo de otra recta Fi de tal manera que si n es la recta normal 
a m en Q, el angulo de incidencia a es igual al angulo de reflexion /3. Esta ley combina muy bien con la llamada 
“propiedad focal” de la parabola: La normal a la parabola en cualquier punto Q de la parabola forma angulos iguales 
con el segmento FQ (que corresponde a L\)y la recta que pasa por Q yes paralela al eje de simetria de la parabola (que 
corresponde a Li )■ 
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Secciones Conicas 



Aplicaciones. Las antenas utilizadas preferentemente en las comunicaciones via satelite son las 
antenas parabolicas. Las senales que inciden sobre su superficie se reflejan y alimentan el foco de la 
parabola, donde se encuentra el elemento receptor (tambien podria ser un elemento emisor). Son 
antenas parabolicas de foco primario. 



Se usa tambien otro tipo de antena que no es redonda, sino oval y simetrica y se obtiene como un 
corte de la antena parabolica; el receptor queda en el punto focal, pero recibe alimentation a un 
lado (antena offset) del plato resultante del corte, esto se hace as! para evitar eliminar la ’sombra’ del 
receptor (con lo que el rendimiento es algo mayor que en la de foco primario). 



La propiedad focal de la parabola tambien se usa para el diseno de los focos de los automoviles, en este caso se debe 
usar un lente para desviar la luz de tal manera que no afecte a los conductores que vienen de frente, 


Reflector parabolico 
yS-i Bombilla 
/ 

i r 'h 

Reflector (espejos multiples) 

Bombilla 

Y 

LA 

4 / Luz alta 

V 

f 

/ / \ 

/ Luz alta 

Luz dispersada / \ 

/ 

Lente Luz colimada 

Luz dispersada 


Figura 1.7: Reflectores parabolicos (Wikipedia Commons) 


Directriz, eje, vertice y foco. La recta que pasa por F y es perpendicular a 
L se llama “eje” o “eje de simetria”. El punto de la parabola que esta sobre 
este eje transversal se llama vertice y lo denotamos con V. Por la definition 
de la parabola, el vertice esta a la misma distancia de la recta £ y del Foco. 
Esta distancia la denotamos con p 





1.3 La Parabola 
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Lotus Rectum: El latus rectum de la parabola es la cuerda que pasa por el 
foco y es perpendicular al eje. La longitud del latus rectum es 4/7. 



Tratamiento analftico. 

La version analltica, en position estandar, requiere colocar la directriz paralela al eje X o paralela al eje Y. 

Directriz paralela al eje Y . Si la directriz es paralela al eje Y y 
si V = (h, k ), entonces hay dos posibilidades: la parabola abre a 
la izquierda o abre a la derecha. 


En el caso de que la parabola abre a la derecha, el foco es 

F = [h + p,k) 

Los puntos Q = ( x,y ) de la parabola satisfacen d{Q,F) = 
d(Q,£), es decir, 

yj \x - h -p) 2 + (y - k) 2 = x-h + p2 

(x- h-p) 2 + (y- k) 2 = {x-h + p) 2 2 

[y-k) 2 = 4p{x-h)2 

Como p> 0, entonces x > h como se espera. 



Figura 1.8: Parabola con directriz paralela al eje Y y p > 
0 


Asl, si la parabola abre hacia la derecha, su ecuacion candnica es 
(y- k) 2 = 4p(x- h) con p> 0. 

En el caso de que la parabola abra a la izquierda, el foco es F= ( h-~p,k ). Los puntos Q= (x,y) de la parabola satisfacen 
d(Q,F ) = d(Q,L). Procediendo como antes, 


\]{x- h + p) 2 + (y - k) 2 = x-h - p => (y- k) 2 = 4 p{x-h) con p = -p. 
Como p = -p, el foco es F = [h + p, k ) nuevamente. 
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Secciones Conicas 


Enambos casos, la ecuacion simplificada es [y- k) 2 = 4 p(x- h) donde p = \p\. Con esta notation, si p > 0, la parabola 
abre a la derecha y si p < 0, la parabola abre a la izquierda. Esta ecuacion es llamada ecuacion canonica o natural. Esta 
ecuacion es especial pues contiene la information del vertice, el foco y la directriz. 


Parabola (y- k) 2 = 4p(x- h) 




Figura 1.9: Parabola con directriz £ paralela al eje Y. 


Directriz paralela al eje X De manera analoga al caso anterior, si la directriz es paralela al eje X, entonces la ecuacion 
canonica de la parabola es 


[x-h) 2 = 4 p{y-k) 


de tal manera que si p > 0, la parabola abre hacia arriba y si p < 0, la parabola abre hacia abajo. 


En resumen, si la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y, y si el vertice es V = [h, k), la ecuacion canonica es 



1.3 La Parabola 
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Parabola (x-h) 2 = 4p(y-k) 



Figura 1.10: Parabola con directriz £ paralela al eje X. 


Ecuacion general de la parabola en posicion estandar. La ecuacion general de la parabola es de la forma Cy 2 + 
Dx + Ey + F = 0 con C^OyD^Oodela forma Ax 2 + Dx + Ey + F = 0 con A ^ 0 y E ^ 0. Completando el cuadrado 
obtenemos la ecuacion canonica. Tambien podriamos obtener el vertice, el foco y la ecuacion de la directriz en terminos 
de C,D,E y F. 


* 


Ejemplo 1.5 


Verificar que el vertice de la parabola y = ax 2 + bx + c es el punto 


Solucion: Completando cuadrados obtenemos 


b A 
, 2a’ 4 a 


ax 2 + bx+ c- y = 


b \ 2 b 2 


a\x-\ hc-v 

1 2a I 4a J 


= a 


X H + • 

2a I 


-b 2 + 4ac 
4 a 


■y- 


Entonces, ax 2 + bx + c- y = 0 


b \ 2 If b 2 -4 ac 

x+ — | = — y+ ■ 


2 ci I ci 


4 a 


. Si A = b 2 - 4 ac el vertice es 


b A 
, 2a’ 4 a 
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Secciones Conicas 


Ejemplo 1.6 


Hallar la ecuacion canonica, el vertice, el foco y la directriz de la parabola cuya ecuacion es y 2 - 6 y - 2 x + 17 = 0. 
Ademas realice la grafica. 


Solucion: Para hallar la ecuacion canonica debemos completar 
cuadrados. 

y 2 -6y-2x+17 = 0 
(y — 3) 2 -9-2x+ 17 = 0 

(y-3) 2 = 2 (x — 4) 

El vertice es V = (4,3) y como 4p - 2 => p = 1/2 > 0. 

La parabola abre hacia la derecha y tiene el foco en F = (4.5, 3). 

La directriz es la recta de ecuacion x = 3.5. La grafica se muestra 
en la figura. 


Yk 



Figura 1.11: Parabola (y-3)" = 2 (x- 4) 


Ejemplo 1.7 

Hallar la ecuacion canonica de la parabola con vertice en (-2, 4) y foco en (-2, 3). Realizar la grafica. 

v 

p =- 1 

Solucion: Dado que el vertice y el foco tienen igual abscisa, el 
eje de la parabola es vertical, ademas las distancia entre el foco 
yel vertice es \p\ = 1 ycomo abre hacia abajo, p = -1. Entonces 
la ecuacion canonica es, 

(x + 2) 2 = — 4(y — 4) 

La directriz es la recta y = 5 . La grafica se muestra en la figura. 

Figura 1.12: Parabola (x + 2) 2 = -4(y-4) 



Xf 



1.3 La Parabola 
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* 


Ejemplo 1.8 



36 = Apb => 36 = 4p(10-p) => 36-40p + 4p 2 = 0 


Con lo que p = 1 o p = 9. Por lo tanto, las parabolas que cumplen estas 
condiciones son (jc — 2) 2 = 4 y (cuando b = 1) o (x- 2) 2 = 36y (cuando 
b = 9). Ambas parabolas se muestran en la figura de la derecha. 


Determine la ecuacion canonica y el foco de la parabola (o las parabolas) que satisfacen simultaneamente las 
siguientes condiciones 

a. ) vertice en (2,0), 

b. ) contiene al punto P = (8, b ) con b > 0, 

c. ) la distancia de P a la directriz es 10, 

d. ) eje de simetrla paralelo al eje Y. 

Solucion: De acuerdo a d.) la parabola abre hacia arriba o hacia abajo. 

Por la position del vertice y el punto (8, b), solo podria abrir hacia 
arriba. El vertice es [h,k) = (2,0) por lo que lo que la ecuacion de la 
parabola es 

(x-2) 2 = 4p(y-0); p> 0. 

La directriz es y = k- p = -p. Para determinar p y b tenemos dos 
datos 

9 La distancia de (8, b ) a la directriz es 10, es decir b + p = 10 

9 El punto (8, b ) esta en la parabola, es decir, (8 - 2) 2 = 4 p{b) 

Entonces tenemos 

b = 10 -p 



* 


Ejemplo i.9 


Hallar las parabolas que contienen los puntos (4, 4), (4, -4) de la circunferencia (x - 6) 2 + y 2 = 20 y la distancia 
de su vertice al centro de esta circunferencia es 6 unidades. 


Ejercicios B 
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Solution: La situation, segun los datos, es la que se presenta en la figura de 
la derecha. La ecuacion es, en ambos casos, (y- k) 2 = Ap[x- h). 

9 Si el vertice es ( h , k ) = (0, 0) : Como (4, 4) esta en la parabola, entonces 

(y- k) z = 4 p{x- h ) 4 2 = 16p => p= 1. 

La ecuacion de la parabola es y 2 = Ax. 

9 Si el vertice es ( h,k ) = (12,0) : Como (4,4) esta en la parabola, entonces 
y 2 = Ap(x- 12) => 4 2 = Ap (—8) => p = -H2 



La ecuacion de la parabola es y 2 = -2 (jc - 12) 


1 . 1 Considere la representacion grafica de las parabolas en las figuras que siguen. Con base a esta representation 
grafica, determine la ecuacion canonica de cada una de ellas. 

a.) b.) 



1 .2 Determine la ecuacion del lugar geometrico de los puntos Q del piano XY tales que equidistan del punto 
(2,3) y de la recta de ecuacion x = A. 

1 .3 Determine la ecuacion canonica de las siguientes parabolas, 

a. ) y = 2x 2 -4x + 1. 

b. ) — 9y 2 — 8x — 3 = 0 

c. ) y 2 + 2y — 4x = 7 
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d. ) x 2 + 2x-2y + 5 = 0 

e. ) x 2 - y + 2 = 0 

1 .4 Determine la ecuacion canonica de la parabola con vertice en (1 , 3) y foco en (2, 3) . 

1 .5 Determine la ecuacion canonica de la parabola con eje focal paralelo al eje X y que pasa por los puntos 
(0,0), (-1,2) y (-2,-2) 

1.6 Determine la ecuacion canonica de la parabola con vertice en (-1, 1) y directriz y = 0. 

1 .7 Determine la ecuacion canonica de la parabola con foco en (3, 4) y directriz x = 7. 

1 .8 Determine la ecuacion canonica de la parabola con vertice en (2, 3), eje focal paralelo al eje Y y que pasa 
porelpunto (4,5). 

1 .9 Hay tres parabolas que satisfacen simultaneamente las siguientes condiciones: 

a. ) Vertice en (2,0), 

b. ) contiene al punto P = (b, 8) con b > 2, 

c. ) la distancia de P a la directriz es 10. 

Determine la ecuacion canonica de cada una de estas parabolas y el valor de b en cada caso. 


1.4 La Elipse 


Definicion 1.2 (La elipse como lugar geometrico). 


En un piano, una elipse es el lugar geometrico de todos los pun- 
tos Q cuya suma de distancias a dos puntos fijos, F\ y Fz, (11a- 
mados focos), es constante (una constante mayor que c/(/ 7 1 , FzY). 
Si la suma es la constante 2a, con 2a > dfFi.jy, entonces 



Q 


d{Q,F\) + d{Q,Fz) = 2 a 




Propiedad focal de la elipse. La elipse tambien tiene una “propiedad focal” analoga a la de la parabola: La normal a 
la elipse en cualquier punto Q de la elipse forma angulos iguales con el segmento F\Q y el segmento FzQ 
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m 



Esta propiedad se usa por ejemplo en medicina para tratar calculos (“piedras”) que se 
forman en el rinon, vejiga y ureteres; con ondas de choque. La “litotricia extracorporea” 
por ondas de choque consiste en la emision de ondas desde un aparato emisor de ondas. 
El paciente se acuesta sobre una mesa y el emisor de ondas se acopla en un sistema 
reflector apropiado con forma ellptica, de tal manera que el emisor este en un foco y el 
calculo renal en el otro. De esta forma las ondas de choque (que casi no sufren perdidas 
en agua y tejidos corporales) al reflejarse en la pared ellptica, inciden directamente en el 
calculo. 



Como en el caso de la parabola, tambien la propiedad focal de la elipse se usa para el diseno de tocos para automovil y 
de reflectores para las lamparas que vemos en el consultorio del dentista, 


Lente Reflector (eliptico) 

Oscuro \ \ Bombilla 


t 

Luz 


Escudo (cerca del 
piano de imagen) 


Solenoide 


(tenue, brillos) 
Foco moderno 



Lampara de dentista 


Ejes, centra y vertices. Supongamos que los focos de la 
elipse son F\ y F2. Ademas, d(Q,Fi) + d{Q,F2) = 2 a con 
2 a > d{Fi,F2). La recta que pasa por los focos se llama eje focal. 
Este eje focal corta a la elipse en dos puntos Vf, V2 llamados 
vertices. El segmento de recta que une los vertices se llama 
eje mayor. El punto en la mitad del eje mayor se llama centro 
de la elipse. El eje normal es el eje que pasa por el centro y es 
perpendicular al eje focal. Este eje normal corta a la elipse en 
dos puntos A y A'. El segmento que une estos dos puntos se 
llama eje menor. 


A 



A! 


Eje 

focal 
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De acuerdo a la definition de la elipse, la distancia entre los 
vertices es 2 a y cada vertice esta a una distancia de a unidades 
del centra. 

Si la longitud del semieje menor es b, entonces como el triangu- 
lo AF 1 AF 2 es isosceles, entonces d{A,F\) - a y se obtiene que 
la distancia de cada toco al centra es c con c 2 = a 2 -b 2 . 


A 



Excentric La excentricidad de la elipse se define como e = — y describe la forma general de la elipse, ademas 

a 

0 < e < 1. Para una circunferencia la excentricidad es cero y valores cercanos a 1 corresponden a elipses mas alargadas 
y achatadas (ver section 8.1.4). 



e = 0.9 e = 0.5 

Figura 1.14: Excentricidad de la elipse 



La excentricidad de las orbitas planetarias vartan mucho en el sistema solar. La excentricidad de la tierra es 0.017 lo 
que la hace casi circular. La excentricidad de Pluton es 0.25 y es la mas alta del sistema solar. La excentricidad del 
cometa Halley es 0.97 lo que hace que su orbita sea muy alargada, tanto que tarda 76 anos en completar su orbita y la 
mayorta del tiempo permanece invisible para nosotros. 



Lotus Rectum. Los latus rectum en la elipse corresponden a las 
cuerdas perpendiculares al eje focal y que pasan por cada uno de 
los tocos. Si a es la longitud del semieje mayor y b es la longitud 

2b 2 

del semieje menor, la longitud de cada cuerda es 

a 



Tratamiento analftico. 

La version analttica, en position estandar, requiere poner el eje mayor paralelo al eje X o paralelo al eje Y. 
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Eje mayor paralelo al eje Y . En este caso, si el centra es {h, k), 
entonces Fi = {h, k- c) y F 2 = ( h,k + c ). Los puntos [x,y] de la 
elipse satisfacen 

d{{x,y),Fx) + d{{x,y),F 2 ) = 2a, 


es decir, 

yj (x - h) 2 + {y - k+ c) 2 + \J {x - h) 2 + (y - k - c) 2 = 2 a 



Ahora simplificamos la ecuacion, 


\^J [x-h] 2 + (_y- k + c) 2 ^ 

a 2 - c(y- k) 
elevamos al cuadrando, 
a 4 + 2a 2 c(y - k) + c 2 (y- k) z 
sustituyendo c 2 = a 2 -b 2 , 

-b 2 {y- kf 


1 2a - yj (jc - h) 2 + (y - k- c) 2 j 
a\J ( x - h) 2 + (y- k + c) 2 , 


a 2 {x-h) 2 + a 2 {y- k) 2 + 2a 2 c{y - k) + a 2 c 2 , 


a 2 {x-h) 2 - a 2 b 2 


{x-h ) 2 iy-k) 2 _ 
b 2 a 2 


t •- • A {x-h) 2 iy-k) 2 

La ecuacion simplificada — — 1 » — 

o z 


= 1 , se le llama ecuacion canonica 0 natural. Contiene toda la informacion 


para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c , focos y vertices. 


Eje mayor paralelo al eje X. En este caso, si el centro es (h, k), 
entonces Fi = [h- c, k) y F 2 = ( h + c,k ). Los puntos (x, y) de la 
elipse satisfacen 

d{{x,y),Fi) + d{{x,y),F 2 ) =2 a, 


es decir, 


yj \x-h + c) 2 + (y - k) 2 + yj {x-h- c) 2 + {y- k) 2 = 2a. 



Co- 


. , , {x-h) 2 {y-k) 2 

mo antes, la ecuacion simplificada queda 5 — H -5 — 

a 1 b z 


= 1 . A esta ecuacion se le llama ecuacion canonica o 
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natural. Contiene toda la information para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c, focos y vertices. 


En resumen, 

Elipse sin rotacion. “a” es la longitud del semieje mayor 



(x - h ) 2 (y - k ) 2 

b 2 a 2 



Circunferencia de radio a. Formalmente, la curva que delimita un tirculo se llama circunferencia. Por abuso del 
lenguaje se habla de un “tirculo de radio a”. La circunferencia es un caso especial de elipse en la que los focos son 
iguales y coinciden con el centra de la circunferencia. En este caso, a 2 = b 2 = a 2 . Por lo tanto, la ecuacion de la 
circunferencia de un tirculo con centro en 0 = [h, k) y radio a, es 



Figura 1.17: Circunferencia de radio a centrada 
en ( h , k ) 


Ecuacion general de la elipse en posicion estandar. La ecuacion general de un elipse con eje mayor paralelo al 
eje X o al eje Y es Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, con A y C no nulos y del mismo signo. Sin embargo, esta ecuacion 
tambien podria tener como conjunto solution una conica degenerada. Si la ecuacion corresponde a una conica propia, 
basta con que AC > 0 para decir que es una elipse. La manera practica de decidir si es una elipse es obtener la ecuacion 
canonica completando cuadrados. El estudio de la ecuacion general se hace en la section (1.6). 
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Ejemplo 1.10 


Hallar la ecuacion canonica de la elipse 4x 2 + y 2 -8x + 4y-8 = 0. Realizar su grafica identificando los vertices, 
los focos y el centra. 

Solucion: Para hallar la ecuacion canonica debemos completar 
el cuadrado de la expresion en ambas variables x e y. 


4x 2 + y 2 - 8x + 4y - 8 = 0 


4x 2 -8x + y 2 + 4y-8 = 0 


4(x- l) 2 + (y + 2) 2 = 

(x-1) 2 (y + 2) 2 
+ 


16 


= 1 

4 16 

El centra es ( h , k) = (1, -2). La elipse tiene eje mayor paralelo al 
eje Y. Como a 2 = 16 y b 2 = 4, entonces a = 4 y b = 2. Ahora, 
c 2 = 16-4 => c=\/l2. Los focos son (1,-2+ vT2) y los vertices 
son (1,-6), (1,2). Las intersecciones con los ejes son y « -5.46, 
y w 1.46, x « -0.73 y x a 2.73. 
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Ejemplo l.n 


Determine la ecuacion canonica y las caracteristicas mas importantes de la elipse cuyo eje mayor tiene extremos 
(-3,5) y (7,5) y cuyo eje menor tiene extremos (2,2) y (2,8). 


Solucion: El centra es el punto medio entre (-3,5) y (7,5), es 
decir, (2,5). El semieje mayor mide a = 5 y el semieje menor 
mide b = 3. Como el eje mayor es paralelo al eje X, la ecuacion 
canonica es, 

(x-2) 2 (y-5) 2 i 

25 9 

Como c 2 = 25 - 9, entonces c = 4 y los focos son (2 + 4,5). 
Los vertices son (2 + 5,5). Las intersecciones con el eje Y son 
y « 2.25 y y « 7.75. 
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Ejemplo 1.12 

Determine la ecuacion canonica de la elipse con vertices en (3, 1), (3, 9) y eje menor de longitud 6. Trazar la grafica. 


Solucion: El eje mayor de la elipse es paralelo al eje Y. Como 
la longitud del eje menor es de 6 unidades, entonces b = 3. 
Como los vertices estan en (3, 1) y (3,9), entonces el centra es 
( h , k ) = (3, 5) y por tanto a = 4. La ecuacion canonica es 

(x-3) 2 (y-5) 2 , 

9 16 


La grafica de la elipse se muestra en la figura de la derecha. Solo 
hay una intersection con el eje Y en y = 5. 



* 


Ejemplo 1.13 


Determine la ecuacion canonica de la elipse con focos en (2, 5) y (2, 3) y que contiene al punto (3, 6). Trazar la 
grafica. 

Solucion: Por la position de los focos, el eje mayor es paralelo al eje Y. Ademas tambien de- 
ducimos que el centra es (fi, k) = (2,4) y que c = 1. Como c 2 = a 2 - b 2 , tenemos b 2 = a 2 - 1. 

Hasta ahora tenemos que la ecuacion canonica es 

(x — 2) 2 (y-4) 2 

b 2 a 2 

Como b 2 = a 2 - 1 y como la elipse contiene al punto (3,6), este 
punto satisface esta ecuacion, es decir, 


(3 — 2) 2 (6 — 4) 2 

+ — - 1 , 


b 2 


a ^ 

1 4 

+ — r - = 1 


2 2 -l 


' = 3 ± v/5. 



Como b 2 = a 2 - 1 > 0, la unica solucion es 
4.54. 


(x — 2) 2 | (y-4) 2 
2+ \/5 3 + \/5 


= 1. Las intersecciones con el eje Y son y « 3.46, y : 
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Ejemplo 1.14 


Determine la ecuacion de la circunferencia de radio 2 con centra en el vertice de la parabola de foco (1,-1) y 
directriz x = -3. Realizar la grafica. 


Solucion: Como el vertice de una parabola esta a la mitad del 
camino entre el foco y la directriz entonces [h, k) = (-1, -1). La 
ecuacion de la circunferencia es 

(x+l) 2 * 4 + (y+l) 2 = 4. 

Las intersecciones con el eje X son x « -2.73 y x = 0.73. Las 
intersecciones con el eje Y son y « -2.73 y y ~ 0.73. 




1.10 Considere la elipse a la derecha. Si se sabe que el 
punto (-1/2, 5/4) esta en la elipse, determine su ecuacion 
canonica, sus focos y sus vertices. 



1.11 En cada caso, obtener la ecuacion canonica de la elipse. 

, (y-1) 2 5(x + 2) 2 

a. ) — + = 2 

2 3 

2 2 

, x * x y z 

b. ) — + - + — + v+l = 0 

16 2 4 J 

2 2 

x y y 

C.) h X H 1 h 1 = 0 

4 16 2 
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„ y 

d.) x 2 + — -2y+l=0 
2 7 

1.12 Considere la conica 4x 2 + y 2 - 16x - 6y + 21 = 0. Trazar su grafica identificando los vertices, los focos, el 
centra y la intersection con los ejes. 

1.13 Determine la ecuacion de la elipse cuyo centra esta en el origen, contiene al punto (-1,3) y uno de sus 
vertices es (0,5). Trazar la grafica. 

1.14 Determinar la ecuacion canonica de la elipse si se sabe que es tangente a los ejes en el primer cuadrante y 
uno de sus vertices es (8,2). 

1.15 Determine la ecuacion canonica y los demas elementos de la elipse con centra en (0,0), eje mayor 
horizontal y los puntos (3, 1) y (4, 0) estan en la elipse. 

1.16 Determine la ecuacion canonica y los demas elementos de la elipse con centra en (2, 1) , longitud del eje 
menor 2 ul y eje mayor vertical y de longitud 6 ul. 

1.17 Hallar la ecuacion canonica y los demas elementos de la elipse que tiene un vertice y un foco en comun 
con la parabola y 2 + 4x = 32 y que tiene su otro foco en el origen. 

1.18 Determine la ecuacion canonica y los demas elementos de la elipse cuya suma de distancias a los puntos 
(+3,0) es 16. 

1.19 Considere la conica de ecuacion 9 y 2 + 16x 2 + 54y - 64x +1 = 0. Verifique que se trata de una elipse e 
indique sus caracteristicas principales. 

1 .20 Se tiene un circulo inscrito en un cuadrado tal y como se muestra en la figura que sigue. Determinar el 
radio. 



1 .2 1 Determine la ecuacion canonica de la elipse que satisface simultaneamente las siguientes condiciones: 

a. ) El vertice Vj de la elipse coincide con el foco de la parabola de ecuacion (x - 2) 2 = -4y + 24. 

b. ) El vertice V 2 de la elipse coincide con el centra de la hiperbola de ecuacion x 2 - 4x - y 2 + 2y = -2. 
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c.) La elipse contiene el punto (1,2). 


1.22 Considere la conica C de ecuacion x 2 - 4x + 8y + 12 = 0. Determine la ecuacion canonica y las 
caracterlsticas mas importantes, de la elipse que cumple simultaneamente con las siguientes condiciones, 

a. ) Su centra coincide en el vertice de la conica C 

b. ) La distancia entre sus focos es 4 y estan en la recta x = 2 

c. ) La distancia de un foco al vertice mas cercano es 3 


1.5 La Hiperbola. 


Definicion 1.3 (La hiperbola como lugar geometrico). 


En un piano, una hiperbola es el lugar geometrico de todos 
los puntos Q tales que el valor absoluto de la diferencia de 
sus distancias a dos puntos fijos del piano, iq y F 2 , (llamados 
focos), es constante (una constante menor que dCFi.f^)). Si la 
diferencia es la constante 2a, con 2a < d(Fi,F 2 ), entonces 

\d{Q,F 1 )-d{Q,F z )\ = 2 a 



Propiedad focal de la hiperbola. La hiperbola tambien tiene 
una “propiedad focal” analoga a la de la elipse y la parabola: 
La normal a la hiperbola en cualquier punto Q de la hiperbola, 
forma dngulos iguales con el segmento F\Q y el segmentos F 2 , Q 
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La propiedad focal de la hiperbola tiene varias aplicaciones. Por 
ejemplo, en la construction de telescopios. Un telescopio co- 
mun tipo Cassegrain consiste de un espejo primario parabolico 
y de un espejo secundario hiperbolico. En la bgura (1.18) la luz 
se refleja en un espejo primario parabolico y se desplaza hacia el 
foco F. Antes de llegar a este foco, hay un espejo hiperbolico en 
el camino, que comparte el foco F con la parabola. Este espejo 
refleja la luz al otro foco de la hiperbola, donde se encuentra el 
observado. 

Ejes, centro y vertices. Supongamos que los focos de la 
hiperbola son Fj y Fz- Ademas, \d(Q,F\) - d{Q,F 2 )\ = 2 a con 
2 a > d{F\,F 2 ). La recta que pasa por los focos se llama eje 
focal. Este eje focal corta a la hiperbola en dos puntos Vf, V-> 
llamados vertices. El segmento de recta que une los vertices se 
llama eje transverso. El punto medio de este eje se llama centro 
de la hiperbola. 

De la definicion de la hiperbola se puede deducir que la 
distancia entre los vertices es 2a y cada vertice esta a una 
distancia de a unidades del centro. 



Figura 1.18: Telescopio Cassegrain. 



Si la distancia del centro a cada uno de los focos es c, como 
c > a, podemos formar el triangulo isosceles AVj VzA que se 
muestra en la bgura de la derecha. La altura de este triangulo 
la denotamos con b. El eje conjugado es el segmento A A’ (en 
la bgura de la derecha) y mide 2b. Este segmento pasa por el 
centro y es perpendicular al eje focal. Claramente, este el semieje 
conjugado tiene longitud b y, por pitagoras, 

c 2 = a 2 + b 2 . 



c 

Excentricidad. La excentricidad de la hiperbola es e = — . En 

a 

este caso, e > 1. Si e « 1, la ramas de la hiperbola son muy 
abiertas mientras que si e no esta cerca de 1, las ramas abren 
poco y la hiperbola se muestra “achatada” (ver section 8.1.4). 


\ 






e = 1.5 


e = 4 
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Latus Rectum. Los latus rectum en la hiperbola corresponden 
a las cuerdas perpendiculares al eje focal y que pasan por cada 
uno de los focos. Al igual que en la elipse, cada lado recto mide 
2 b z 
a 



2 b 2 
a 


Tratamiento analitico. 


La version analltica, en position estandar, requiere poner el eje focal paralelo al eje X o paralelo al eje Y. 
Eje mayor paralelo al eje X. En este caso, si el centro es [h, k), 
entonces Fi = [h-c, k) y F 2 = (h-c,k). Los puntos Q= (x, y) 
de la hiperbola satisfacen 

\d[Q,Fi) - d(Q,F 2 )\ = 2a, 

es decir, 

\J \x-h + c) 2 + {y-k) 2 - \J {x - h- c) 2 + (y - kY 


= 2 a 


Para simplibcar un poco el calculo, supongamos que 
d{Q,Fi) - d(Q,F 2 ) > 0 (el otro caso es es totalmente simi- 
lar), entonces 



^ {x- h + c) 2 + [y- k) 2 j 

c{x- h) - a 2 
elevamos al cuadrado, 
(c 2 - a z ){x-h) 2 - a z (y-k) 2 
[x-h) z {y-k) z 
a 2 c 2 - a 2 


[ 2 a- \J \x- h- c) 2 + (y - A;) 2 j , 
a\J (x - h-c) 2 + {y-k) 2 , 

p p p 

a [c - a ), 

1 . 


Poniendo b 2 = c 2 - a 2 , la ecuacion simplibcada seria 


[x-h) 2 iy-k) 2 


b z 


= 1; esta ecuacion se le llama ecuacion cano- 


nica o natural. Contiene toda la informacion para determinar la longitud de los semiejes, c , focos y vertices. 
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Eje mayor paralelo al eje Y . En este caso, si el centra es ( h , k), 
entonces Fi = [h, k- c) y F2 = ( h,k + c ). Los puntos Q= (x,y) 
de la hiperbola satisfacen 


| d(Q,F 1 )-d{Q,F 2 )\ = 2 a, 

es decir, 

\J {x - h ) 2 + {y-k+ c) 2 - \J{x- h ) 2 + (y - k- c ) 2 


= 2 a. 



iy-k ) 2 ( x-hY 

Como antes, la ecuacion simplificada queda ^ — — = 1 . A esta ecuacion se le llama ecuacion candnica o 

cF b z 

natural. Contiene toda la informacion para determinar la longitud de los semiejes, c , focos y vertices. 

Asintotas de la hiperbola. Consideremos las ecuaciones canonicas de la hiperbola. Despejando y en cada caso, se 
obtiene 


(y-fc) 2 (x-h ) 2 


a 2 b 2 

{x-h ) 2 iy-k ) 2 


b 2 


= 1 


= 1 


y=k±y yj {x-h ) 2 + b 2 , 
b 


b 


'= k±— V(x- h ) 2 - a 2 , 
a 


Si x es suficientemente grande, se pueden despreciar las constantes que suman o restan, es decir, 
[y-k ) 2 [x-li ) 2 


a 2 b 2 

[x-h) z iy-k ) 2 


b 2 


= 1 


= 1 


y~k±—(x-h), 

b 


y a k±—{x-h). 
a 


a b 

Esto sugiere que las rectas y = k± -{x- h), y=k±-{x-h ) son asintotas oblicuas de la hiperbola correspondiente. 

b a 

En efecto, un calculo rapido nos permite establecer que 


iy-k ) 2 (x-h ) 2 


a 2 b 2 

[x-h ) 2 iy-k ) 2 


b 2 


= 1 


= 1 


lim y- [k± 7U- h)\ = 0, 
x^+00 V h ' 


b 


lim y- ffc+ — (x- h)} = 0. 
x^+00 V a 1 
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Teorema 1.1 (Asintotas de la hiperbola). 


La hiperbola de ecuacion 
tiene asintotas 


(y-k) 2 ( x—h ) 2 


b 2 


= 1 


La hiperbola de ecuacion 
tiene asintotas 


(x — h) 2 


(y- fc ) 2 
b 2 


y = k±-{x-h). 
b 


y=k±-[x-h). 

a 



En resumen, 


Hiperbolas. 


(x — h ) 2 (y — k ) 2 

a 2 b 2 



a 2 + b 2 


(y — k ) 2 (x — h ) 2 

a 2 6 2 




1.5 La Hiperbola. 
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Ecuacion general de la hiperbola en position estandar. La ecuacion general de una hiperbola con eje focal paralelo 
al eje X o al eje Y es Ax 2 + Cy 2 + Dx+Ey+F = 0, con ylyCno nulos y de diferente signo.Sin embargo, esta ecuacion 
puede tambien corresponder a una conica degenerada. Si la ecuacion corresponde a una conica propia, basta con 
que AC < 0 para decir que es una hiperbola. La manera practica de decidir si es una hiperbola es obtener la ecuacion 
canonica completando cuadrados. El estudio de la ecuacion general se hace en la section (1.6). 

Ejemplo Lis 

Determine la ecuacion canonica y las caracterlsticas de la conica que contiene a los puntos P = (x, y) para los 
cuales | d {P, A) - d(P, B) \ = 2 donde A = (-3, 0) y B = (-3, 3) . Realizar la grafica. 


Solucion: Se trata de un hiperbola con focos Ay B y por tan- 
to c = 1.5 y el centra es ( h,lc ) = (-3,3/2). Como \d{P,F{) - 
d{P,F 2 )\ = 2 a entonces a = 1. y entonces b 2 = 5/4. Luego ecua- 
cion canonica es 

(y-§) 2 (x + 3) 2 

= l 

1 5/4 

1 

Las aslntotas son v = + f x + 31 + 3/2. La intersection con 

V5l4 

los ejes son y « -1.363, y « 4.363, x ~ -4.25 yx = -1.75, 





Ejemplo 1.16 


Identifrque y trace la grafica de la conica de ecuacion 4y 2 - 9x 2 + 36x - 24y - 36 = 0, indicando centra, vertices, 
focos, aslntotas e intersection con los ejes. 

Solucion: Completando cuadrados obtenemos 

4(y — 3) 2 — 9(x — 2) 2 = 36 
por lo que la ecuacion canonica es 

(y-3) 2 (x-2) 2 


= 1 


Se trata de un hiperbola con eje transversal vertical y centro 
en (2,3). Como a = 3 y b = 2 entonces c = \/l3. Los vertices 
son v\ = (2,0) y V 2 = (2,6) y los focos son iq = (2,3 - n/ 13) y 
F 2 = { 2,3 + \/l3). 


Las intersecciones con los ejes son y « -1.24, y « 7.24 y x - 


■ 2 . 
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S' 


Ejemplo 1.17 


Hallar la ecuacion canonica, los focos, los vertices y las aslntotas de la hiperbola cuya ecuacion es 
9x 2 -y 2 -36x-6y+18 = 0. Realizar la grafica. 


Solucion: Completando el cuadrado en ambas variables, 
9 (x 2 -4x + 4-4)-(y 2 + 6y + 9-9) + 18 = 0 

9 (x-2) 2 — (y + 3) 2 = 9 

(x-2) 2 (y + 3) 2 


= 1 

1 9 

Por tanto, el centra esta en (2,-3), a = 1, b = 3 y 
c 2 = a 2 + b 2 => c 2 = 10 => c = n/IO 

Los vertices estan en (1,-3), (3,-3), los focos en (2 + n/To, —3) 
y las aslntotas son y=±3(x-2)-3. Las intersecciones con los 
ejes son y ~ -8.19, y ~ 2.196, x = 0.58 y x = 3.41. 



Ejemplo 1.18 

Hallar la ecuacion canonica de la hiperbola con vertices en (3, -5) y (3, 1) y aslntotas y = 2x-8 y y = -2x + 4. 
Ademas calcule los focos y realice la grafica. 

Solucion: Como los vertices son vertices en (3, -5) y (3, 1), el centra es (3, -2). Ademas, la hiperbola tiene eje 
transversal vertical y a = 3. Por otro lado, por el teorema de las aslntotas, 


Por tanto, la ecuacion canonica es 


m = 2 = - 
b 



(y + 2) 2 (x — 3) 2 
Q 9 


Ejercicios 


1.5 La Hiperbola. 
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El valor de c esta dado por 

Los focos estan en (3, -2 - =^) 

2 2 i 2 2 ^5 ^ \/5 

c = a + b => c = — => c = 

4 2 

y (3, -2 + =^). Las intersecciones con el eje F son y « -8.70, y « 4.70. 


Y i 

\ 

\ 



1 \ / X 



| ; 


!> 

r 


3 


1 .23 Considere la hiperbola de la figura. Determine su 
ecuacion canonica. 


1 .24 Determine la ecuacion canonica y los demas elementos de la hiperbola 36x 2 - 64 y 2 = 2304 

1.25 Determine la ecuacion canonica de la hiperbola con focos en (1,4) y (1,-4) ycon a = 3. 

1.26 Determine la ecuacion canonica de la hiperbola con centra en (-4, 1) y un vertice en (2, 1) y semieje 
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conjugado (semieje menor) de longitud 4. 

1 .27 Determine la ecuacion canonica de la hiperbola de ecuacion 9x 2 - 16y 2 - 18x - 64y - 199 = 0. 

1.28 Determine la ecuacion canonica de la hiperbola con vertices en (0,2) y (6,2) y asintotas 
y = 2l3x A y = 4-2/3x. 

1.29 Determine la ecuacion canonica de la hiperbola que contiene al punto (4,6) y cuyas asintotas son 

y = ±V 3x. 


1 .30 Determine la ecuacion de la hiperbola con centra en el origen y que contiene los puntos (3, 1) y (9, 5). 

1 .3 1 Determine la ecuacion canonica de de la hiperbola que satisface simultaneamente las siguientes condicio- 
nes, 

a. ) El centra de la hiperbola coincide con el vertice de la parabola de ecuacion y 2 - 2y + 8x + 17 = 0. 

b. ) Uno de sus focos se ubica en (3, 1) 

c. ) Uno de sus vertices se ubica en (1,1). 

Realice la grafica e indique sus principales caracteristicas. 


2 2 

x y 

Determine el tipo de conica representada por la ecuacion 1 = 1 en los casos 

k k - 16 

a.) Si k > 16 


b.) Si0< k< 16 


c.) Si k < 0 


1.33 Realice el dibujo de la section conica de ecuacion 9(x- l) 2 - (y+ l) 2 = 9. Indique ademas todas sus 
caracteristicas. 


1 .6 Conicas y la ecuacion de segundo grado 

Una conica tiene ecuacion general 

Ax + B xy + C y +Dx + Ey + F = 0. (1.2) 

Sin embargo, hay casos en los que esta ecuacion no tiene solucion (no hay lugar geometrico) o el conjunto solucion es 
una conica degenerada (un punto, una o dos rectas). 


1 .6 Conicas y la ecuacion de segundo grado 
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En el caso de que tengamos una conica no degenerada con ecuacion 1.2, clasificar la conica obteniendo la ecuacion 
canonica: Si B = 0, solo habria que completar cuadrados. Si B ^ 0, habria que aplicar una rotation de ejes yy luego 
completar cuadrados, con estos calculos obtenemos la ecuacion canonica de la conica (en un nuevo sistema X'Y') y 
sus caracteristicas mas importantes (centra, vertice(s), etc.). 

Invariantes. Usando la teoria de invariantes (ver Apendice A.) podemos identificar la conica, sin atender a sus elemen- 
tos, directamente aplicando el siguiente teorema, 

Teorema 1.2 

Consideremos la ecuacion general Ax 2 + B xy + C y 2 + D x + E y + F = 0. Entonces, 

a. ) si B 2 - 4 AC = 0 y 4ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 ^ 0, tenemos una parabola, 

b. ) si B 2 - 4 AC < 0 y ( A + C) (4ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 ) < 0, tenemos una elipse, 

c. ) si B 2 - 4 AC > 0 y 4ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 0, tenemos una hiperbola. 

Si defmitivamente se sabe que la ecuacion general corresponde a una conica propia, entonces 

a) si B 2 - 4 AC = 0, tenemos una parabola, 

b) si B 2 - 4 AC < 0, tenemos una elipse, 

c) si B 2 - 4AC > 0, tenemos una hiperbola. 

Una exposicion mas detallada se puede ver en el apendice 8.1. 

Ejemplo 1.19 

^ 2 2 

Clasificar la conica de ecuacion 2x - 5y - xy + 3y + 1 = 0. 

Solucion: . En este caso A = 2, B = -1, C = -5, D = 0, £ = 3y F=l. Ahora calculamos, 

B 2 -4AC = 41 > 0 y 4 ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 = -59 ^ 0, por tanto se trata de una hiperbola. 
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Version actualizada de este libro: 
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/ 


Espacio tridimensional. Coordenadas car- 
tesianas. 

Funciones de dos variables 
Superficies en R 3 
Superficies cuadraticas. 

Solidos simples 

Proyeccion ortogonal de un solido simple 
(*) Definicion formal de una superficie 



2. 1 Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas. 


Una vez que se ha especificado una unidad de medida, un numero x e K puede ser usado para representar un punto 
en una linea, un par (x, y) e R 2 se puede usar para representar un punto en un piano, 


Y \ 

y- 


0 ,y) 

— f 


o 


► 


x 


(a) Punto en una ltnea 



(b) Punto en el piano 


De manera analoga, un triple (x, y, z) e IR 3 se puede usar para representar un punto en el espacio tridimensional. 
Tomamos un punto frjo cualquiera 0, llamado origen, y tres pianos distintos, mutuamente perpendiculares, que pasan 
por O. Los pianos se intersecan en pares en tres rectas (ejes) mutuamente perpendiculares que pasan por O llamadas 
X, Y y Z . Para hacer la representacion en un piano podemos trazar el eje Y y el eje Z de frente y la parte positiva del 
eje X se representa en una direccion aproximadamente sur-oeste, para simular profundidad (perpectiva). Dibujamos 
(x,y) en el piano XY y, desde este punto, dibujamos un segmento paralelo al eje Z y orientado de acuerdo al signo 
de z y de longitud \z\, como se muestra en la figura (b) de arriba. Si tiene conexion a Internet, puede hacer clic en la 
figura, esto lo llevara a una pagina Web con un ’applet’ con el que se podra hacer una idea mas clara. 
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Superficies y Solidos. 


® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Z 1 







""T - ; n 

i •' v 

x]/' 

— — • i 

X 



-0 ,y,z) 



(a) Coordenadas cartesianas (b) Punto P = [x, y, z) 

Figura 2.1: Puntos en el espacio tridimensional. Puede conectarse a Internet, y arrastrar con el mouse los puntos rojos 


* 


Ejemplo 2.1 


Los puntos en el eje X tienen coordenadas (x,0,0), x e R, los puntos en el eje Y tienen coordenadas 
(0,y,0), ye R y los puntos en el eje Z tienen coordenadas (0,0, z), z e K. En la figura que sigue se muestran 
cinco ejemplos de puntos en el espacio. 

© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Figura 2.2: Puntos (2,0,0), (0,1,0), (0,0,3), (2, 1,3) y (2, — 1,0) . 


Pianos XY, XZ y YZ. Hay tres pianos que contienen un par de ejes coordenados: El piano XY es el piano que contiene 
el eje X y el eje Y, el piano XZ es el piano que contiene el eje X y el eje Z y el piano Y Z es el piano que contiene el 
eje Y y el eje Z. 


2.1 Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas. 
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® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Figura 2.3 


El primer octante. Los pianos XY, XZ y YZ dividen el espacio en ocho partes llamadas octantes. El primer octante 
corresponde a la parte positiva de los ejes. 



(a) Octantes 





X 


Y 


(b) Primer octante 

Figura 2.4 



Vistas isometricas de un punto. Considere el punto P x ,y,z = (a> b, c) en el espacio tridimensional, se define la vista 
de este punto en el piano XY como el punto P x>y = [a, b, 0) . Analogamente se define la vista en el piano Y Z como 
P y ,z = (0,b,c) y la vista en el piano XZ como P X}Z = {a,0, c). 

Estas vistas tambien se denominan “proyecciones perpendiculares” del punto en el piano respectivo. 
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Z A 


z A 


c 


vP 


x,y, 


I 

I 



Proyeccion sobre XY 


Punto P x , y ,z 


Z A 


z A 


C - 




i 


P, 


y,z 


Pr 


c 


I 


I 



Proyeccion sobre Y Z 



Proyeccion sobre XZ 


2.2 Funciones de dos variables 


Definicion 2.1 

Una funcion de dos variables / : [R 2 — * IR con dominio D Q IR 2 , asigna a cada par (jc, y) e D, un unico numero 
real denotado con f(x,y). El grafico de / es el conjunto {(x,y,z) : x,ye D y z = f{x,y)}. 

El criterio (formula) que define a / puede ser expllcito o impllcito. Para hablar de una funcion de dos variables 
se escribe z = /(x, y) o F{x, y, z) = 0. 


* 


Ejemplo 2.2 


9 Forma expllcita: z = x 2 + y 2 o equivalentemente /(x,y) = x 2 + y 2 . 

F(x,y,z) 


9 Forma impbcita: z 2 + y 2 + z 2 - 1 = 0; z > 0. 


2.2 Funciones de dos variables 
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La representacion grafica de / corresponde a la representacion de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen la 
ecuacion z = /(x,y) o F{x,y,z ) = 0. 

Como en funciones de una variable, el dominio maxim© de / es el conjunto de puntos (x, y) e IR 2 tal que z = fix, y) 
este bien definida. 


* 


Ejemplo 2.3 


Consideremos la funcion f{x,y) = 3 + i / 1 - 


(x-2) 2 (y-3) 2 


9 


. La funcion esta bien definida si el subradical 


1 - (x - 2) 2 /4 - (y - 3) 2 /9 > 0, entonces el dominio maximo de esta funcion es el conjunto 

(x-2) 2 (y-3) 2 

D f = {(x, y) : — < 1}, 

esdecir, Df es la region encerrada por la elipse (x-2) 2 /4+ (y-3) 2 /9 = 1 (incluido el borde). 

® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Ejemplo 2.4 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


La funcion z = —z solo se indefine en (0, 0), 

x z + y z 

entonces el dominio maximo de esta function es 
el conjunto 


D f = U 2 -{{0,0)}. 



Figura 2.6: Dominio de la function z = — - (en celeste) 

x z + y z 


Ejemplo 2.5 


Considere la function f{x,y) = 


log(x 2 -3(y + 2)) 


x + y- 1 

a.) Determine el dominio de la function /. 


b.) Realizar la representation grafica de este dominio. 


Solution: 

9 x 2 -3(y + 2) > 0 = 

puntos de la parabola no estan en el dominio, por eso se dibuja “punteada”. 


2 2 

x x 

y < — - 2. Esto corresponde a la region por debajo de la parabola y = — - 2. 


9 x + y-1^0 => y ^ 1 - x. Los puntos de esta recta no estan en el dominio. 

x 2 

9 Df = {(x,y) elR 2 :y< — - 2Ay^l-x} 


Los 



2.2 Funciones de dos variables 
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Ejemplo 2.6 


Consideremos la funcion f{x,y) = 


2x + 3 
yJy-x-2 


a.) Determine el dominio de la funcion /. 


b.) Realizar la representacion grafica de este dominio. 


Solucion: 


Los puntos (x, y) que estan en el dominio son puntos 
tales que y - x - 2 > 0. Asi que dominio maximo es 

Df = {(x,y) e K 2 tq y>x + 2.}. 

Esto corresponde a la region que esta sobre la recta 
y = x + 2. 

La representacion grafica de este dominio co- 
rresponde a la region que esta por encima de la recta 
y = x + 2 y se debe excluir la recta, por eso se dibuja 
“punteada”. 



Figura 2.8: Dominio de la funcion /(x, y) = 


2x + 3 
\/y-x-2 


Ejercicios g 
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Ejemi 


Ejemplo 2.7 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Consideremos la funcion fix, y) = 3 - (x - 2) 2 - (y - 2) 2 . 
Su dominio maximo es IR 2 . Frecuentemente hacemos la 
representation grafica de / sobre un dominio restringido, 
por ejemplo sobre el conjunto D = [1, 3] x [1, 3], 



Figura 2.9: Funcion / restringida al un rectangulo D- [1, 3] x 
[1,3] 


2.1 Considere la funcion fix, y) = 
cion grafica. 


•y/(x-4) 2 + y 2 -l 
xy 


Indique el dominio maximo de / y realice la representa- 


2.2 Considere la funcion fix,y) = 
cion grafica. 


\/(x-4) 2 + y 2 -l 
log(x + y - 2) 


Indique el dominio maximo de / y realice la representa- 


2.3 Superficies en u 3 

Nos interesan las superficies de ecuacion z = fix, y) , es decir, las superficies formadas por los puntos (x, y, z) que 
satisfacen la ecuacion z = fix, y) o tambien en la forma Fix, y, z) = 0. 

A veces decimos “superficie de ecuacion (explicita) z = /(x,y) ” o “superficie de ecuacion (implicita) Fix,y,z) = 0”. 
Como sugiere el ejemplo 2.2, un bosquejo de una superficie se puede hacer con un conjunto de curvas; a estas curvas 
se les llama ‘trazas’ o ‘cortes verticales y horizontales’. En esta seccion vamos a ocuparnos con superficies simples: 
Pianos, superficies cilindricas y superficies cuadricas 1 


1 Un cono es una superficie si removemos el vertice. 


2.3 Superficies en R 3 
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Curvas en el espacio. 

Una manera de describir una curva en el piano X7 es por medio de su ecuacion cartesiana F(x, y ) = c. Por ejemplo, 
una circunferencia de radio a tiene ecuacion: x 2 + y 2 = a 2 . Desde este punto de vista, una curva C definida por esta 
ecuacion es un conjunto de puntos, a saber, 


C = {(x,y) e IR 2 | F(x,y) = c} 


Las curvas en R 3 podrian ser definidas por un par de ecuaciones (como intersection de dos superficies), 


F\ (x, y, z) = ci ; F 2 (x, y, z) = c 2 , 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Por ejemplo, en 

(x — l) 2 (z+1) 2 


+ 


4 9 


el espacio tridimensional, la elipse de 
= 1 (en el piano XZ) tendria ecuacion 


ecuacion 


(x-1) 2 (z+1) 2 

1 

4 9 



9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Ecuacion parametrica. Otra manera de definir una curva es como el 
lugar geometrico de un punto en movimiento, r (t) es la posicion del 
punto en el instante t. La curva es descrita por una funcion r( t) de 
parametro t. Para curvas planas: r : R — K 2 , r(L) = x(f) i + y(t) j. Para 

r\ A 

curvas en el espacio r : R — R , r{t) = x( t) t + y{t) j + z{t) k. 
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Ejemplo 2.8 


En el espacio tridimensional, una circunferencia en el piano XY , de radio a y centrada en el origen se puede 
describir de varias maneras, por ejemplo, 


9 Ecuacion cartesiana: x 2 + y 2 = a 2 ; z = 0. 

9 Una ecuacion parametrica: 

r(f) = a cos tl+ a sen t j + 0- fc; te [Q,2n]. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



| | 

Curvas en los pianos XY, XZ y YZ , En general, “F(x, y) = 0; z = 0” es la ecuacion de una curva en el piano XY. De 
manera analoga, “F[x, z) = 0; y = 0” corresponde a una curva en el piano XZ y “F(y, z) = 0; x = 0” corresponde a una 
curva en el piano Y Z. 


Ejemplo 2.9 

Realizar la representacion grafica, en el espacio, de la curva Ci : x + y = 3;z = 0 

Solucion: 

9 La curva C : x + y = 3; z- 0, corresponde a una recta en el piano XY. Interseca al eje X en x = 3 y al eje 
Y en y = 3. 

9 Una parametrizacion es x(t) = t, y(f) = 3 - t y z(t) = 0, es decir, C : r(f) = 1 1 + (3 - t) j + 0- k; t e R 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Figura 2.11: Recta x + y = 3 en el espacio tridimendional 


2.3 Superficies en IR 3 
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Ejemplo 2.10 

Realizar la representation grafica, en el espacio, de la curva C : (x - 2) 2 + (z - 2) 2 = 1; y = 0. 

Solution: 

Q La curva C : (x - 2) 2 + (z - 2) 2 = 1; y = 0 corresponde a una circunferencia de radio 1 en el piano XZ. Su 
centra es (2,0,2). 

3 Una parametrizacion es 

C : r{t) = (2 + cos t)i + 0- j + (2 + sen t) k; te [0,2n] 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Ejemplo 2.11 

Realizar la representation grafica, en el espacio, de la curva C3 : z = 2 - y 2 ; x = 0. 

Solution: 


Ejercicios 
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® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Z 

La curva C3 es la parabola : y 2 = - (z - 2) (concava 
haciaabajo) en el piano YZ. Elverticees (0,0,2) e 
interseca al eje X em = \/2yr = -v , 2. 

9 Una parametrizacion es 

C : r{t) = 0- * + t j + (2- t 2 ) k; re [R 


5 


2.3 Realizar la representation grafica, en el espacio, de las curvas 

a. ) z = 4-x 2 ; y = 0. 

b. ) (z — 2) 2 + (y — 2) 2 = 4; x=0. 

(y- 1) 2 2 

c. ) hx 2 = 1; z = 0. 

4 

d. ) z + 2y = 4; x = 0. 

2.4 ^Es (x - l) 2 + (y + 2) 2 + z 2 = 0 la ecuacion de una curva? 



Pianos 

Posiblemente los pianos son las superficies mas sencillas de dibujar. La ecuacion cartesiana de un 
piano es ax+ by + cz = d con con a 2 + b 2 + c 2 ■£ 0 (se prohlbe el caso a - b = c = 0). Para realizar 
la representacion grafica de un piano n nos basamos en el hecho de que si P, Q son dos puntos en 
este piano, entonces la recta (o cualquier segmento de ella) que contiene a estos puntos, esta en el 
piano. En la practica necesitamos al menos dos segmentos de recta para dibujar una parte del piano, 
mediante un triangulo o un paralelogramo. 

Pianos de ecuacion cartesiana con dos variables ausentes. 

La ausencia de variables en la ecuacion solo significa que estas variables tienen coeficiente nulo y, por tanto, estas 
variables pueden tomar valores arbitrarios. 




2.3 Superficies en R 3 
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Por ejemplo el piano FI: 0-x + 0- y + z = 2 esel piano z = 2, es decir, n = {(x, y, 2) : x, y e R}. 
De aqul en adelante, 

9 El piano x = a es el piano n = {{a, y, z) : y, z e IR}. 

9 El piano y = b es el piano El = {(x, b, z) : x, z e IR}. 

9 El piano z = c es el piano n = {(x, y, c) : x,ye R}. 


Ji' 


Ejemplo 2.12 


O El piano n : z = 0 lo constituyen todos los puntos 
de la forma (x,y,0) con x,y e R arbitrarios, es 
decir, el piano z = 0 es el piano XY. 


9 Una parametrizacion es 

IT: r{t, s) = t i+s j + 0- k, (f, s) e R x 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



* 


Ejemplo 2.13 


Dibujar el piano z = 2. 

Solucion: 

O El piano z = 2 lo constituyen todos los puntos de la forma (x, y,2) con x, y e R arbitrarios, es decir, es un 
piano paralelo al piano XY que pasa por la coordenada z = 2. 

O Una parametrizacion es 


n:r(r,s)= ti + sj + 2- k, (t,s)eKxR, 


56 


Superficies y Solidos. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Ejemplo 2.14 

Dibujar el piano y = 3. 

Solucion: 

O El piano II : y = 3 lo constituyen todos los puntos 
de la forma (x,3 ,z) con jc,z e I, es decir, es 
un piano paralelo al piano YZ que pasa por la 
coordenada y = 3. 

9 Una parametrizacion es 

U:r{t,s) = ti + 3- j + sk, (f,s)eRxK. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Y 


Pianos de ecuacion cartesiana con una variable ausente. 

Cuando hay una variable ausente (i.e., una variable con coeficiente nulo), el piano esta ‘generado’ por la recta determi- 
nada por las variables presentes. 


2.3 Superficies en IR 3 
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Ejemplo 2.15 

Dibujar el piano x + y = 2. 


Solucion: 

9 El piano n : x + y = 2 es el conjunto de puntos 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


{(x, y, z) : x + y = 2, ze IR} 

Las coordenadas x e y estan sobre la recta x+y = 2, z = 0 
y la coordenada z es arbitraria. 

9 Una parametrizacion es 

n : r(f, 5 ) = t i + (2 - f) j + s k, [t, s) e R x R. 



Ejemplo 2.16 

Dibujar el piano y + z = 3. 

Solucion: 

9 El piano n : y + z = 3 es el conjunto de puntos 
{(x,y,z) : y + z = 3, xe R} 

Las coordenadas y y z estan sobre la recta y+z = 3, x = 0 
y la coordenada x es arbitraria. 

9 Una parametrizacion es 

n : r(r, s) = t i+ s j + (3- s) k, [t, s) e R x R. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Pianos de ecuacion cartesiana sin variables ausentes. Podemos distinguir entre los que pasan por el origen 
ylos que no. 


Una forma sencilla para dibujar pianos que no contienen el origen consiste en determinar la interseccion del piano 
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con cada eje coordenado y trazar los segmentos de recta que unen estos puntos. En caso necesario, se pueden extender 
dos de estos segmentos y formar un paralelogramo. 


Ejemplo 2.17 

Dibujar el piano Ax- Ay + 2z = 4 


Solucion: 

J El piano interseca a los ejes coordenados en x = 1, y = -1 
y z = 2. Podemos usar el segmento que va de x = 1 a 
y = - 1 y el segmento que va de y = - 1 a z = 2. Con estos 
dos segmentos podemos dibujar un paralelogramo. 


Q Como los puntos A = (1,0,0), B = (0, — 1,0), C = (0,0,2) 
estan en el piano, una parametrizacion es 

Fl:r(t,s) = A+ t ■ {B - A) + s- [C - A) 

= ti + (_t+s-l)j + 2sk\ s,teR. 



O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Plano 

4x — 4y+2z = 4 


Pianos que contienen el origen. Para dibujar pianos que contienen el origen se anula una de las variables y se dibuja 
una primera recta resultante en el piano correspondiente. Luego se anula otra variable y se dibuja una segunda recta 
en el piano correspondiente. Tomamos dos segmentos, uno en cada recta y formamos un paralelogramo. 


Ejemplo 2.18 

Dibujar el piano x + y - 2z = 0. 

Solucion: 

Q Como el piano x + y - 2z = 0 pasa por el origen, podemos 
usar un segmento de la recta jc - 2z = 0; y = 0 y un 
segmento de la recta y - 2z - 0; x - 0, para dibujar un 
paralelogramo que represente al piano. 

Q Para obtener una parametrizacion, podemos usar los pun- 
tos del piano A = (3,0, 1.5), B = (0,0,0),C = (0,3, 1.5), 
n: r(t,s) = A+ t- (B - A) + s- (C- A) 

= 3ti + 3s j + l.5{s+ t) k; s,te K. 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Plano 

x + y — 2z = 0 q 



Ejercicios 


6 


2.3 Superficies en IR 3 
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2.5 Dibujar los pianos que se indican a continuation: 

a. ) 2z + y = 2 

b. ) x = 2 

c. ) x-y-z = 0 

d. ) x+y-z= 2 

e. ) 2x + 2y + 2z = 2 

2.6 Dibujar el piano 4x - 4y + 2z = 4 en el primer octante. 


Superficies cilindricas o “cilindros”. 

El termino “cilindro” tiene varios significados relacionados y puede ser un concepto algo confuso. La palabra “cilindro” 
probablemente evoque la imagen de un cilindro circular recto, pero en calculo en varias variables un cilindro (cilindro 
generalizado) se refiere a una superficie generada por una curva: Un cilindro es una superficie formada por una familia 
de rectas paralelas, llamadas generatrices, que pasan por los puntos respectivos de una cierta curva directriz. Si la 
directriz vive en un piano y si la generatriz es perpendicular a este piano, el cilindro se le dice “cilindro recto”. Un 
cilindro es un caso particular de una superficie reglada. 


En este libro solo se consideran cilindros (generalizados) de ecuacion 
r(t,s) = c(t) + s-~e; t e I, s e IR donde c(f) es la parametrizacion de 
una curva que esta en alguno de los piano XY, Y Z o XZ y~e es un 
vector perpendicular al piano correspondiente. 



Es decir, en nuestro caso, las superficies con ecuacion en dos de las tres variables x, y y z van a ser cilindros rectos, con 
lfnea generatriz paralela al eje asociado con la variable ausente (en este libro, la lfnea generatriz es el eje asociado a al 
variable ausente!). Por ejemplo, el cilindro de ecuacion z = 1 - x 2 tiene generatriz paralela al eje Y mientras que el 
cilindro y 2 + (z- l) 2 = 1 tiene generatriz paralela al eje X. 


Ejemplo 2.19 

Para dibujar el cilindro de ecuacion z = 2cos(x) + 2 primero deberfamos dibujar la curva de ecuacion 
z = 2cos(x) + 2; y = 0. Luego, segun nuestro convenio, la superficie cilfndrica z = 2cos(x) + 2 tiene lfnea genera- 
triz paralela al eje Y. Para obtener uan parametrizacion de esta superficie, tomamos x = t y z = 2cos(x) + 2. 
y=s eslibre. r[t,s) = (t, s, 2cosf + 2), t,se R, 
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9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




* 


Ejemplo 2.20 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


El cilindro de ecuacion z = 2 - x 2 es una superficie cillndrica 
generada por la parabola z = 2- x 2 ,y = 0; con llnea generatriz 
paralela al eje Y. 

Para obtener una parametrizacion de esta superficie, usamos la 
ecuacion de la curva en el piano XZ, tomanos x = t y z = 2-t 2 . 
La coordenada y = 5 es fibre. r{t,s) = [t, s, 2 - t 2 ), t,se K. 



5 


Ejemplo 2.2i 


t^. u ■ , .,. j j .. (x-4) 2 (y-3) 2 

Dibuiar el cilindro de ecuacion 1 = 1 . 

4 16 

(x — 4) 2 (y — 3) 2 

Solucion: La superficie cifindrica generada por la elipse de ecuacion — — 1 — — 

nea generatriz paralela al eje Z. 


= 1 tiene su 11- 


Una parametrizacion de esta superficie es 

r{t,s) = (4 + 2 cos t, 3 + 4 sen t, s), t e [0,27 r], se 


2.3 Superficies en IR 3 
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Aqui tomamos x{t) = 4 + 2cos t y y(f) = 3 + 4sen t. z = s es libre. 

O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


(^ + (rf = i , zeR 

4 16 



Ejemplo 2.22 

Dibujar el cilindro de ecuacion (y - 2) 2 + (z - 2) 2 = 4 . 

Solucion La superficie cilmdrica generada por la circunferencia (y — 2) 2 + (z - 2) 2 = 4 tiene su lmea generatriz 
paralela al eje X. Una parametrizacion de esta superficie es r(t,s) - (2 + 2 cos t, s, 2 + 2senr), te [0,2 n], se IR. 
La circunferencia en el piano XZ se parametriza con x = 2 + 2 cos t y z = 2 + 2 sen t. y = s es libre. 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

(y - 2) 2 + (z - 2) 2 = 4; x = 0. 
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2.4 Superficies cuadraticas. 

Rotar una conica (no degenerada) alrededor de su eje focal, por ejemplo, produce un caso especial de un conjunto mas 
general de superficie llamadas superficies de segundo orden. Estas superficies satisfacen una ecuacion de segundo 
grado en x; y y z y tambien son llamadas superficies cuadraticas o cuadricas. 

La curva de intersection entre un piano y una superficie cuadratica es una conica. Hay 17 tipos estandar de cuadricas, 
algunas de ellas son: paraboloide, esfera, esferoide, elipsoide, cono, hiperboloide, cilindro, cono eliptico, cilindro 
eliptico, hiperboloide eliptico, paraboloide eliptico, etc. 

Aqui solo consideramos cuadricas en position estandar (sin rotation). Estas superficies tienen ecuacion 


Ax + By + C z + Dx + Ey + F z + G — 0. 


Curvas de nivel y trazas. 

Si S es una superficie en el espacio de ecuacion F[x, y,z) = 0, todos los pares (x,y) e R 2 que satisfacen la ecuacion 
F(x,y,c ) = 0 definen una curva en el piano XY (siempre y cuando este conjunto no sea vacio). A esta curva se le 
llama una curva de nivel de la superficie. Geometricamente corresponden a el corte del piano z = c sobre la superficie S. 

Tambien nos interesa dibujar la curva como una curva en el espacio. Por abuso del lenguaje se dice “la curva de nivel 
z = c” para indicar la curva de nivel “Fix, y,c) = 0; z = 0”. A las curvas “Fix, y, c) = 0; z = c” (si existen) les llamamos 
‘trazas’ o ‘cortes’ de la superficie. 




Figura 2.12: Traza o corte z - c y curva de nivel. Figura 2.13: Algunas curvas de nivel y algunas trazas. 


Como se deduce facilmente, si nos movemos sobre una curva de nivel z = c, la funcion se mantiene constante. 


2.4 Superficies cuadraticas. 
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Figura 2.14: Sobre las curvas de nivel, la funcion es constante. 


* 


Ejemplo 2.23 


Consideremos la superficie de ecuacion z = x 2 + y 2 . Como z es 
una suma de cuadrados, z debe ser > 0. Vamos a dibujar las 
curvas de nivel correspondientes az = 0,l,2yz = 3. 

9 La curva de nivel z = 0 es el punto (0, 0, 0) 

9 La curva de nivel z = 1 : circunferencia 1 = x 2 + y 2 ; z = 0. 

9 La curva de nivel z = 2 : circunferencia 2 = x 2 + y 2 ; z = 0. 

9 La curva de nivel z = 3 : circunferencia 3 = x 2 + y 2 ; z = 0. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Ejemplo 2.24 

Consideremos la superficie de ecuacion 


z = (y - 2) 2 - - — — — 


Vamos a dibujar las curvas de nivel correspondientes az = 0yz = l. 

, (x-3) 2 , , (jc-3) 

o Si z = 0 tenemos (y- 2r = , es decir, un par de rectas: y = 2 ± ; z = 0. 


9 La curva de nivel z = 1 es la hiperbola 1 = (y - 2) z - 


2 (X-3 Y 


; z = 0. 
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O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



S 


Ejemplo 2.25 


•> (y-2) z 

Consideremos la superficie de ecuacion z - 1 = (x-2) H . Dibujar las curvas de nivel correspondientes a 

z = 1,2,3 y z = 4. 4 

Solucion: 

9 La curva de nivel z = 1 es el punto (2,2,0). 

9 La curva de nivel z = 2 es la elipse 1 = (x - 2) z + 


2 , (y-w 


2 , (y-2r (x — 2) z (y- 2 r 


9 La curva de nivel z = 3 es la elipse 2 = (x - 2) z H , es decir, 1 = 


■ + ■ 


2 , (y-2r , _ U-2) z , (y- 2 r 


9 La curva de nivel z = 4 es la elipse 3 = (x - 2) z h , es decir, 1 = 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


■ + ■ 


12 



2.4 Superficies cuadraticas. 
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Trazas o cortes. Con el fin de realizar el dibujo de una superficie S de ecuacion explfcita z = f(x,y) o de ecuacion 
impllcita Fix, y, z) = 0, procedemos a realizar cortes a esta superficie con pianos paralelos a los pianos coordenados. 
Estas curvas son llamadas trazas o cortes y producen un dibujo ‘de alambre’ de la superficie a dibujar. 

Para describir las trazas por ecuaciones se procede de la siguiente manera: 

o Si la traza resulta de la interseccion de la superficie S con el piano x = c, entonces su ecuacion es 

“z = /(c,y); x= c" o “ F(c,y,z ) = 0; x = c," y se representa en el piano x= c. 

9 Si la traza resulta de la interseccion de la superficie S con el piano y = c, entonces su ecuacion es 

“z = f{x, c); y=c" o “Fix, c, z) = 0; y = c,” y se representa en el piano y = c. 

9 Si la traza resulta de la interseccion de la superficie S con el piano z = c, entonces su ecuacion es 

“c = fix,y ), z= c” o “Fix,y,c) = 0, z = c” y se representa en el piano z= c. 


Ejemplo 2.26 

Consideremos la superficie de ecuacion z = x 2 + y 2 . Dibujar la traza z = 1. 
Solucion: La traza z = 1 es la circunferencia 

1 = x 2 + y 2 ; con z = 1 . 

La curva se representa en el piano z = 1. Como la 
circunferencia vive en el piano z = 1, para dibujarla 
ubicamos su centra (0, 0, 1) y trazamos un par de rectas 
paralelas a los ejes X e Y que pasen por este punto, estas 
ltneas las podemos usar como “semiejes” para dibujar 
este tipo de elipse. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Estrategia general: Trasladar los ejes. Para dibujar trazas una estrategia consiste en trasladar los ejes al piano de 
dibujo: x = c; y = c o z=c. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Ejemplo 2.27 

Consideremos la superficie S de ecuacion 4(y- l) 2 + 4(z- l) 2 = x 2 . Dibujar la traza x = 2. 

Solucion: 

La traza x = 2 es la curva 

(y - l) 2 + (z - l) 2 = 1; x = 2. 

Para dibujar la traza primero trasladamos los ejes al piano x = 2 (figura 2.18), luego dibujamos la curva en el 
piano YZ (figura 2.19). 

Finalmente dibujamos la curva “(y- l) 2 + (z- l) 2 = 1; x = 2” usando los ejes Y' Z' (figura 2.20). 

® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Figura 2.19 



2.4 Superficies cuadraticas. 
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Ejemplo 2.28 

Consideremos la superficie de ecuacion z— 1 = (x - 2) z + 
Solucion La traza z = 3 es la elipse 


2 , (y-zr 


Dibujar la traza z = 3. 


(x — 2) 2 _ (y-2) 2 T , , 

H = 1 en el piano z = 3. 

2 8 F 

Como la elipse vive en el piano z = 3, para dibujarla ubicamos su centro (2, 2, 3) y trazamos un par de semiejes 
X' y Y' paralelos a los ejes X e Y que pasen por este punto, estas lmeas las podemos usar para dibujar la elipse 
de la manera usual. 

® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Y’ 


y 


yy 


/ 


Cuadricas 


Nos interesan las cuadricas de ecuacion Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dx + Ey + Fz + G = 0. Excepto casos degenerados, 
completando cuadrados podemos obtener la ecuacion canonica de cada superficie cuadratica. A continuacion se 
muestra algunas cuadricas en posicion estandar y centradas en el origen. 

Cuadricas centradas en el origen 9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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2 2 2 

y 2 

Elipsoide: Tiene ecuacion ^ + —r - 1 

a z o z c z 

Es simetrico con respecto a cada uno de los tres pianos 

coordenados y tiene intersection con los ejes coordena- 
dosen (+a,0,0), (0, + b,0) y (0,0, ±c). La traza del elipsoi- 
de sobre cada uno de los pianos coordenados es un unico 
punto o una elipse. 





Jv z 

Paraboloide eliptico: Tiene ecuacion — - + ^ = - 

a A c 


Sus trazas sobre pianos horizontales z = k son elipses: 
x 2 y 2 k 

^ = - . Sus trazas sobre pianos verticales, ya sean 
b A c 

x = k o y = k son parabolas. 



Paraboloide hiperbolico: Tiene ecuacion ^ ^ 

b A a A c 

Sus trazas sobre pianos horizontales z = k son hiperbolas 
o dos rectas (z = 0). Sus trazas sobre pianos verticales 
paralelos al piano x son parabolas que abren hacia abajo, 
mientras que las trazas sobre pianos verticales paralelos 
al piano Y Z son parabolas que abren hacia arriba. Su 
grafica tiene la forma de una silla de montar. 


Z 




2.4 Superficies cuadraticas. 
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2 2 2 

y<- ^ 

Cono eliptico: Tiene ecuacion ^ 

a z b z c z 

Sus trazas sobre pianos horizontales z = k son elipses. 

Sus trazas sobre pianos verticales corresponden a hiper- 
bolas o un par de rectas. 



Hiperboloide de una hoja: Tiene ecuacion 

2 2 2 

fL + 22_f_ = i 
a 2 b 2 c 2 

Sus trazas sobre pianos horizontales z = k son elipses 

x 2 y 2 k 2 

— 7 + 77 = 1 + . Sus trazas sobre pianos verticales son 

a z b z c z 

hiperbolas o un par de rectas que se intersecan. 



Hiperboloide de dos hojas: Tiene ecuacion 

z 2 y 2 x 2 _ 
a 2 b 2 c 2 

Es una superficie con dos hojas (o mantos) separadas. Sus 
trazas sobre pianos horizontales z = k son elipses y sobre 
pianos verticales son hiperbolas 
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Ejemplo 2.29 


Considere la superficie S : (y-2) 2 + 4(x- l) 2 = z. Dibuje por separado las trazas obtenidas al intersecar S con los 
pianos de ecuacion y = 2, x= 1, z = 0yz = 4,y dibuje la superficie. 

Solucion: Se trata de un parabolide ellptico. 

o La traza y = 2 corresponde a la parabola 4(x - l) 2 = z, y = 2. 

9 La traza x = 1 corresponde a la parabola (y - 2) 2 = z, x = 1. 

9 La traza z- 4 corresponde a la elipse (y - 2) 2 + 4(x - l) 2 = 4, z = 4. 

9 La traza z = 0 corresponde al vertice del parabolide, (4,2,0). 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Traza y = 2 


Traza x = 1 


Traza z = 4 



Ejemplo 2.30 

Identifique y dibuje la superficie cuadratica 


(x-3) 2 | (y-3) 2 (z — l) 2 = 


Solucidn: Se trata de un elipsoide con centra en (3,3, 1). Una estrategia de dibujo es la siguiente: Los elipsoides 
se puede dibujar con tres elipses (trazas). En este caso, se pueden usar x = 3; y = 3yz = l (estos valores 
corresponden al centra de la cuadrica). 


9 La traza x = 3 corresponde a la elipse 


(y-3) 2 (z-1) 


+ ■ 


= 1, x = 3; que se dibuja en el piano x = 3. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


2.4 Superficies cuadraticas. 
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9 Si y = 3 obtenemos la elipse (circunferencia) (x - 3) z + (z - l) 2 = 4, y = 3; que se dibuja en el piano y = 3. 





O Si z = 1 obtenemos la elipse 


(x-3) 2 (y — 3) 2 

+ — 


= 1, z = 1; que se dibuja en el piano z = 1. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Este es el elipsoide, 



* 


Ejemplo 2.3i 


Consideremos la superficie de ecuacion z = x 2 + y 2 . Trazar la superficie usando las trazas correspondientes a 
z = 0, 1,3 y x = 0. 

Solucion: 

9 La traza z = 0 es el punto (0, 0, 0) 

9 La traza z = 1 es la circunferencia 1 = x 2 + y 2 ; en el piano z = 1 
9 La traza z = 3 es la circunferencia 3 = x 2 + y 2 ; en el piano z = 3 
9 La traza x = 0 es la parabola z = y 2 ; en el piano x = 0 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

z 
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Ejemplo 2.32 


2 , (y-zr 


Consideremos la superficie de ecuacion z - 1 = (x - 2) z + 

‘i 

correspondientes a z = 1,2, 3, 4 y x = 2. 

Solucion: 

9 La traza z = 1 es el punto (2,2, 1) 

„ (y-2) 2 

9 La traza z = 2 es la elipse 1 = (x - 2) H en el piano z = 2. 


Trazar la superficie usando las trazas 


9 La traza z = 3 es la elipse 1 = 


(x-2) 2 (y-2) 2 

+ — 


en el piano z = 3. 


, , (x-2) 2 (y-2) 2 , , 

9 La traza z = 4 es la elipse 1 = 1 en el piano z = 4. 

3 12 

(y-2) 2 

9 La traza x = 2 es la parabola z - 1 = en el piano x = 2. 



O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
x = 2 



Ejemplo 2.33 

Identifique y dibuje la superficie cuadratica x 2 + 2z 2 -6x-y+10 = 0 

I Solucion: Completando el cuadrado en x obtenemos el paraboloide eliptico y - 1 = (x-3) 2 + 2z 2 . Abre en 
direction del la parte positiva del eje Y. 

Trazas. La estrategia es la siguiente: El paraboloide eliptico (que esta mas arriba), se puede dibujar con un par de 
elipses y una parabola. Para obtener las elipses le damos valores a y en la ecuacion y - 1 = (x - 3) 2 + 2 z 2 . Se 
requiere que y > 1. 

9 Si y = 1 obtenemos el punto: (3, 1,0). 
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9 

9 

9 


Si y = 2 obtenemos la elipse 1 = (x - 3) 2 H en el piano y = 2 


1/2 


Si y = 3 obtenemos la elipse 1 = 


(x-3) 2 


+ z en el piano y = 3 


Para obtener la parabola, ponemos x = 3 y obtenemos la parabola y = 2 z 2 + 1 en el piano x = 3. 

© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Ejemplo 2.34 

Identifique y dibuje la superficie cuadratica 4 x 2 - y 2 + 2 z 2 + 4 = 0. 

2 2 
o y z 

Solucion: Dividiendo por 4 obtenemos: -x + — — = 1, que corresponde a un hiperboloide de dos hojas. 

Abre en direction del eje Y. 

Trazas La estrategia es la siguiente: El hiperboloide de dos hojas (que esta mas arriba), se puede dibujar con dos 
elipses y una hiperbola por cada hoja. 

2 2 
y 2 z 

Para obtener elipses, arreglamos la ecuacion como — - 1 = x + — . Las elipses se obtienen dando valores a y 
con |y| > 2. 

9 Si y = ±2 obtenemos dos puntos: (0,2,0), (0,-2,0). 


2 2 
X 


9 Si y = ±3 obtenemos la elipse + — - - = 1 en el piano y = 3 y el piano y = -3. 


2 2 


9 Si y = ±4 obtenemos la elipse 1 = 1 en el piano y = 4 y el piano y = -4. 

3 6 


2 2 

y z 

9 Para obtener la hiperbola, ponemos x = 0 y arreglamos la ecuacion como — — = 1. 


Ejercicios Q 
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2.7 Dibuje cada una de las siguientes cuadricas: 

a. ) x 2 + (y-2) 2 = z/4 

b. ) z 2 + y 2 = xl 4 

c. ) x 2 + y 2 + (z — l) 2 /9 = 1 

d. ) x 2 + y 2 - (z-2) 2 = 1 

e. ) x 2 + y 2 - (z-2) 2 = 0 

f. ) x 2 + (y-2) 2 - z 2 = 0 

2.8 Considere la superficie de ecuacion S : 4 - z = x 2 + (y - 2) 2 + z. Dibuje por separado las curvas de corte de S 
con los pianos x = 0,z = 3yz = 0.Y luego dibuje S. 


2.5 Solidos simples 

Los solidos simples se describen por medio de su frontera, es decir, se describen por las superficies que lo limitan. Un 
solido simple es un conjunto compacto limitado por una o varias superficies orientables (de dos caras), sin hoyos, con 
borde y sin traslapes; en el interior del solido no hay superficies ni ‘burbujas’ (la frontera del solido es tal que divide el 
espacio en dos partes). 

Visualizando curvas de interseccion entre superficies 

Para realizar dibujos ‘a mano’ es esencial visualizar las curvas de interseccion entre superficies. En general, si dos 
superficies se cortan en una o varias curvas, una manera de bosquejar estas curvas es buscar algunos puntos de 
contacto. En los casos mas sencillos, estos puntos los podemos localizar en los pianos XY, XZ o Y Z . En los ejemplos 
que siguen, estos “puntos-guia” se senalan con un punto rojo. 
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Ejemplo 2.35 

Consideremos la curva C de intersection de la superficie Si : z = 1 - x 2 y el piano S 2 : y = 3, en el primer octante. 

Para dibujar esta curva, calculamos “dos puntos gula” para trazar la curva. Los puntos gula estan en rojo en la 
figura. Son el punto de intersecion entre las rectas z=lyy = 3enel piano YZ y el punto de intersecion entre 
las rectas z=lyy = 3enel piano XY. La curva que queremos dibujar inicia en uno de estos puntos y termina 
en el otro. 

Para obtener una parametrizacion de esta curva C, podemos tomar a x = t como parametro, 
C : r(f) = (f, 3, 1 - t 2 ) con t e [0, 1], 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



S' 


Ejemplo 2.36 


Consideremos la curva C de intersection entre la superficie Si : 
octante. 


z = 4 - — y el piano S 2 : x + y= 6 en el primer 


El piano S 2 : x + y = 6 interseca a los ejes X e Y en x = 6 y y = 6, respectivamente. Como se observa, los 
puntos-gufa estan en los pianos XY y YZ. 

En el piano XY el punto-gufa se obtiene sustituyendo x = 4 en la ecuacion de la recta x + y = 6, z = 0; se obtiene 
(4,2,0). 


Enel piano YZ el punto-gufa es claramente (0,6,4). 

Usando x= t, una parametrizacion de la curva C es r(f) = (t, 6 — t, 4 — f 2 /4); te [0,6]. 


2.5 Solidos simples 
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Ejemplo 2.37 

* 2 2 

Consideremos la curva de interseccion entre la superficie Si : x +z — 9 y el piano S 2 : y-x = - 2 en el primer 

octante. 

El corte del piano S 2 : y — x = — 2 con el piano XZ es la recta x = 2 (pues sobre este piano, y = 0). Sustituyendo 
x = 2 en la ecuacion x 2 + z 2 = 9, y = 0; obtenemos el punto de interseccion (2, 0, \/5). 

El otro punto-gula se obtiene sustituyendo x - 3 en la ecuacion del piano S 2 : y - x = -2, este punto es (3, 1,0). 
Para una parametrizacion podemos usar x = t como parametro. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Ejemplo 2.38 


Consideremos la superficie Si : z = 1 - x 2 y el piano S 2 : y + z = 2 en el primer octante. Los puntos-gufa son 
(1,2,0) y (0,1,1). El punto (0,1,1) se obtiene sustituyendo z= 1 en la ecuacion de la recta y+ z = 2, x = 0. 
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Para una parametrizacion, podemos tomar x-t como parametro, C : r(f) = (f, 2 - (1 - t 2 ), 1 - t 2 ), t e [0, 1], 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Ejemplo 2.39 

* 

Consideremos la superficie Si : z=l-r yel piano S 2 : 2z - y = 0, en el primer octante. Para dibujar la curva C 
de interserccion en el primer octante, buscamos los puntos gula. En este caso estos puntos son (1,0,0) y (0,2, 1). 

Para obtener una parametrizacion de la curva C, podemos usar x = t como parametro; C : r(f) = 
(f, 2(1- t 2 ), 1-r 2 ), fe [0,1]. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Ejemplo 2.40 

Consideremos las superficies Si : x 2 + y 2 = 1, S 2 : x- z 2 = 0, en el primer octante. Para dibujar la curva C de 
interserccion en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son (1, 1,0) y (0, 1,0). 

Para obtener una parametrizacion de la curva C, podemos parametrizar desde el piano XY. La circun- 
ferencia x 2 + y 2 = 1 se parametriza con x = cos t y y = sen t. La coordenada z es z = yfx. = \/cos t. Asl, 
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C : r(t) = (cos t, sen t, v/cos t), fe [0,7r/2]. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Perspectiva. En general, cuando dibujamos el sistema de ejes XYZ en posicion estandar, podemos mover el eje X 
un poco hacia arriba o un poco hacia abajo y esto hace que la perspectiva cambie. 

En el dibujo que sigue, se muestra la intersection del mismo cilindro y el mismo piano, la diferencia esta en la posicion 
del eje X (lo que produce el cambio de perspectiva!). En el primer caso el piano se ve “desde arriba” en el segundo caso 
el piano lo vemos “desde abajo” 



Figura 2.21: Efecto en la perspectiva al mover el eje X 
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Dibujo de solidos simples 

Los pianos x = 0; y = 0 y z = 0. Muchos de los solidos es- 
tan limitados por uno o varios de los pianos coordenados, 
es decir, los pianos x = 0;y = 0yz = 0. Por lo tanto vale 
la pena recordar estos pianos. 

&Siempre dibujamos en el I octante?. No, excepto que 
se pida de manera especlfica. A veces se pide el dibujo 
en el primer octante para simplificar el dibujo, pero para 
otros solidos es obligatorio especificar el octante para 
que se cumpla la especificacion de solido simple que 
dimos mas arriba y as! evitar ambigtiedades (recuerde 
que los solidos simples son conjuntos compactos y no 
tienen superficies interiores ni ‘burbujas’). 



Ambiguedades Por ejemplo, el solido Q limitado por z = 2 - x 2 ; y = 3; x = 0; y = 0 y z = 0, no es un solido simple 
pues x = 0 es una superficie interior. Si eliminamos esta superficie interior, si tendriamos un solido simple. 

® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Solido Q (no simple) limitado por z = 2-x 2 ; y = 3; 
x = 0; y = 0yz = 0. 



Solido Q simple, limitado por z = 2-x 2 ; y = 3; 
y = 0 y z = 0, 



Los siguientes solidos son una “variation” del solido anterior, pero ahora se trata de solidos simples. En particular 
muestran que la presencia de los pianos “x = 0, y = 0, z = 0” no implica que el solido este en el primer octante, de 
hecho se pueden usar estos pianos especificando que el solido esta en otro octante: 
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Q limitado por z = 2 - x 2 ; y- 3; x = 0; y = 0 y z = 0, en el primer octante 



Q limitado por z = 2- x 2 ; y- 3; x = 0; y = 0 y z = 0, en el segundo octante 



El dibujo de solidos simples se hace estableciendo las rectas o las curvas de interseccion entre las superficies que 
limitan el solido. 


Ejemplo 2.4i 

Dibujar el solido Q limitado por los pianos x-y + z = 0; y + z = 2; x = 0 y z = 0. 

Solucion: Dibujamos ambos pianos y marcamos los puntos guia para trazar el segmento de interseccion. Uno 
de los puntos se obtiene como la interseccion de las rectas -y + z = 0yy + z = 2, yel otro como la interseccion 
de las rectas x-y = 0yy = 2. Estos puntos son (0, 1, 1) y (2,2,0) El solido se mantiene en el primer octante pues 
esta limitado por el piano x = 0 (piano Y Z) y el piano z = 0 (piano XY). 
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9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Ejemplo 2.42 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Dibujar el solido Q limitado por la superficie 
Si : z = 1 - x 2 y los pianos 2z - y = 0; y = 0; x = 0; en el 
primer octante. 

Solucion: La superficie Si : z = 1 - x 2 queda arriba y el 
piano 2z - y = 0 queda abajo. El piano z = 0 no es parte 
del solido. El punto (0,2, 1) se obtiene como intersection 
de las rectas z=ly2z-y = 0. 
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Ejemplo 2.43 


Dibujar el solido Q limitado por la superficie Si : z = 1 - x 2 y los pianos 2z - y = 0; x = 0; z = 0 y y = 2, en el 
primer octante. 


Solucion: Como el solido esta limitado por los pianos z = 0 y x = 0 , entonces el piano 2z - y = 0 queda en la 
parte de arriba del solido. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Ejemplo 2.44 

Dibujar el solido Q limitado por la superficie Si : z- 1 - x 2 y el piano y + z = 2; en el primer octante. 

Solucion En este caso no es necesario especificar los pianos x = 0;y = 0yz = 0; con solo especificar que esta 
en el primer octante es suficiente porque en este caso no hay ambiguedad. 

® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Ejemplo 2.45 


Dibujar el solido Q limitado por las superficies Si : x 2 + y 2 = 1; S 2 : x - z 2 = 0 y los pianos z - 2 - 
y = 0, en el primer octante. 


x; 


i = 0y 


Solucion: Tal vez sea mas sencillo dibujar primero la superficie Si : x 2 + y 2 = 1 y el piano z = 2- x; luego 
dibujamos la otra superficie S 2 : x- z 2 = 0. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Ejemplo 2.46 

Dibuje el solido Q limitado por las superficies x 2 + z 2 = 4; y + x = 2; z = 4; y y = 0, x = 0, en el I octante. 
Solucion: Diibujamos los pianos y + x = 2yz = 4; luego agregamos la otra superficie x 2 + z 2 = 4. 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Ejemplo 2.47 

Dibuje el solido Q limitado por la superficie y = x 2 + 2 y los pianos x-y = 0; x + z = 2; i = 0yz = 0. 

Solucion: Tal vez sea mas sencillo dibujar primero los pianos x-y = 0yx + z = 2; luego agre-gamos la otra 
superficie y = x 2 + 2. 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Ejercicios 
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Ejemplo 2.48 

Dibuje el solido Q limitado por las superficies Si: ( y-2) z = x-2 , S 2 '■ y = 1, S3:y = 4, S4:x + z = 6, Ss:x = 0 
Y S 6 : z = 0. 

Solucion: La parte delicada es dibujar la interseccion entre las superficies Si y S4. El piano x + z = 6 debe 
ajustarse para lograr visualizar la interseccion con la superficie Si. 
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Dibujar el solido Qi limitado por las superficies x 2 + y 2 = 4; z + y = 2; y = 1 y y = 0, en el I 
octante. 


2.10 



Solido Q 2 limitado por la superficie x 2 + y 2 = 4; y los pianos z + y = 2; x + V3 y = 2\/3 y 
x = 0, en el 1 octante 


2.11 



Solido Q3 limitado por la superficie y 2 + z 2 = 1; y los pianos x + y = 2; x - y + z = 0, en el I 
octante. 
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2.12 


2.13 


2.14 

2.15 


2.16 


217 


2.18 


2.19 


2.20 



Solido Q 4 limitado por la superficie y 2 + z 2 = 4 y los pianos 2x - 2 y + z = 



Solido Q 5 limitado por la superficie (x - 4 ) 2 + y 2 = 4 y los pianos x - z = 0; 
z = 0 con 0 < x< 4. 



Solido Qe limitado por la superficie y 2 + z 2 = 16 ylos pianos x + 2y + z = 2; 
y z = 0 en el I octante. 


'4j^- \ 


Solido Q 7 limitado por la superficie y 2 + z 2 = 16 ylos pianos x + 2y + z = 2; 
y z = 0 en el I y IV octante. 



Solido Q 8 limitado por la superficie y = x 2 ylos pianos 2z+3y = 18; x+y 
y z = 0 , en el I octante. 





Solido Qg limitado por la superficie x 2 = 4 - z y los pianos 3z + 2y = 6; 
z = 0 . 



Solido Qio limitado por la superficie z = 9 - x 2 y los pianos 5y - 5x + 2z 
primer octante. 



Solido Qn limitado por las superficies z = 4 - x 2 ; 2y + z = 8 ; y = x; x 
primer octante. 



Solido Q 12 limitado por las superficies z = 4 - x 2 /4; y = 6 -x; y = 4y y 
octante. 



;; x = 0 y z = 0 . 


y = - 2 ; y = 2; y 


x + z = 2 ; x = 0 ; 


x + z = 2 ; x = 0 ; 


6 ; z = 3; x = 0; 


z = 2 x; y = 0 ; y 


0 y y = 3, en el 


0 y z = 0 , en el 


0 , en el primer 


2.21 


Solido Q 13 limitado por las superficies z = 4-x 2 ; x + 2y = 4; z = 4;z = 0yy = 0. 
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2.22 



Solido Q 14 limitado por las superficies y = 2-2x 2 ; y= 1-x 2 ; y + 2z = 2; x = 0yz = 0;en 
el I octante. 



Solido Q 15 limitado por las superficies y = 2 — 2x 2 ; y = 1 - x 2 ; y + 2z = 2; x = 0 y z = 2, en 
el I octante. 



Solido Qi 6 limitado por las superficies x 2 + y 2 = 1; z = 1 - x 2 , en el 1 octante. 


2.25 



Solido Q 17 limitado por las superficies z = 1 - x 2 ; z - y = 1; y = x; x = 0yz = 0,enelIylV 
octante. 


2.6 Proyeccion ortogonal de un solido simple 

Proyeccion ortogonal de un punto La proyeccion ortogonal de un punto P en un piano es el punto en este 
piano cuya distancia (euclidiana) a P es minima, fntuitivamente corresponde a la “sombra” del punto proyectada 
perpendicularmente sobre el piano. En la figura que sigue se muestra la proyeccion de un punto P sobre cada uno de 
los pianos XY, Y Z y XZ. 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Proyeccion sobre XY 


Proyeccion sobre Y Z 


Proyeccion sobre XZ 





Proyeccion ortogonal de una superficie. 

La proyeccion perpendicular de una superficie S es la proyeccion de cada uno de sus puntos. 


2.6 Proyeccion ortogonal de un solido simple 
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proyeccion de un triangulo S sobre cada uno de los pianos XY, YZ y XZ. 


Proyeccion sobre Y Z 


Proyeccion sobre XZ 

z A 


Ejemplo 2.49 

En este ejemplo visualizamos la 
Proyeccion sobre XY 


En la practica nos interesa describir la proyeccion de manera analltica porque, en este curso, estas proyecciones van a 
ser regiones de integration. 

Consideremos la superficie S: z = 4 - x 2 limitada por el piano x + 2y = 4 en el primer octante. En general, a este tipo 
de superficies se les puede determinar la proyeccion usando la proyeccion de las curvas frontera. 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Figura 2.22: Superficie S: z-4-x 2 limitada por el piano x + 2y - 4 en el primer octante. 


Proyectando la superficie S en el piano XY. Las curvas Ci yC 2 estan en pianos perpendiculares al piano XY. La 
curva C 2 esta en el piano XZ por lo que su proyeccion es el segmento que va del origen hasta (2,0,0). 
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La curva Ci esta sobre el piano x + 2y = 4, como este piano es perpendicular al piano XY , la proyeccion de esta curva 
esta sobre la recta que genera el piano, es el segmento que va de (0,2,0) a (2, 1,0). 

Finalmente podemos decir que R xy esta entre la recta y = 0 y la recta x + 2y = 4 con x e [0, 2] . 

© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Figura 2.23: Proyeccion de la superficie S en el piano XY 


Proyectando la superficie S en el piano Y / La curva Ci esta en un piano que no es perpendicular a YZ . Para 
calcular la ecuacion de su proyeccion observamos que esta curva es la interseccion de las superficies S : z = 4 - x 2 y 
x + 2y — 4, lo que hacemos es eliminar la varible x para que nos quede una ecuacion en terminos de y y z. 


z = 4 - x 2 

< => z = 4- (4-2y) 2 , otambien (y-2 ) 2 = -|(z-4) (una parabola!), 

x = 4-2y 

La proyeccion de la curva C2 es el segmento que va de (0, 0, 0) a (0, 0, 4). 

La proyeccion de la curva C3 es el segmento que va de (0,0,4) a (0,2,4). 

La proyeccion de la curva C4 , es el segmento que va de (0, 0, 0) a (0, 1,0) pues el “vertice” D es la interseccion de las 
rectas x = 4-2yyx = 2 con lo cual se obtiene que la coordenada y es y = 1. 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Figura 2.24: Proyeccion de la superficie S en el piano Y Z 


Proyectando la superficie S en el piano XZ. La curvas Ci y C 2 estan sobre la superficie z - 4 - x 2 que es perpendi- 
cular al piano XZ, por lo tanto la proyeccion de la superficie S es la misma curva z = 4 - x 2 (no hay region). 

® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Figura 2.25: La proyeccion de la superficie S en el piano XZ es una curva 


Proyeccion de un solido. En el caso de solidos simples, la proyeccion se determina proyectando las superficies 
(posiblemente no todas) que lo limitan. 
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Ejemplo 2.50 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Consideremos el solido Q limitado por la superficie 
S : z = 4 - x 2 y los pianos x + 2y = 4 y z = 4, en el primer 
octante. 



Proyeccion sobre el piano XY: La proyeccion es R xy = Ri + Ri- La superficie z = 4-x 2 se proyecta sobre 
Ri y el piano z = 4 se proyecta sobre R xy . El piano x+2y = 4 se proyecta en la recta que genera este mismo piano. 


Proyectando el solido Q 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Proyeccion sobre XY 




Proyeccion sobre el piano YZ\ La proyeccion R yz va desde la recta z = 0 (eje Z) hasta la parabola 
(y- 2) 2 = -L(z- 4) (esta ecuacion la determinamos en el ejemplo anterior) con z £ [0,4]. Tanto la su- 
perficie z = 4-x 2 como la portion del piano x + 2y = 4 se proyectan sobre esta region. El piano z = 4 se proyecta 
sobre el segmento quevade (0,0,4) a (0,2,4). 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Proyectando el solido Q 


Proyeccion sobre Y Z 




4 (^- 4 ) 


Proyeccion sobre el piano xz : La proyeccion R xz va desde la parabola z = 4 - x 2 hasta la recta x = 4. La porcion 
del piano x + 2y = 4 se proyecta sobre esta region. La superficie z = 4 - x 2 se proyecta sobre la curva que la 
genera y el piano z = 4 se proyecta sobre el segmento que va de (4, 0, 4) a (0, 0, 4) 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Proyectando el solido Q Proyeccion sobre Y Z 
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Ejemplo 2.51 


(Interactive). 


En este ejemplo, en las paginas web asociadas, usted po- 
dra arrastrar los puntos rojos para simular la proyeccion 
respectiva. 

Consideremos el solido Q limitado por x 2 + z 2 = 4, 
x + y = 5yz = 2; en elprimer octante. 



Hacer clic sobre la figura para ver en Internet - Arrastrar los puntos rojos en la direccion de la proyeccion 


Proyeccion XY 


Proyeccion XZ 


Proyeccion Y Z 



Ejemplo 2.52 


(Interactive). 


Consideremos el solido Q limitado por las superficies Si : z = 1- x 2 , 
S 2 : x + y = 1 y los pianos x = 0, y - 0 y z = 0; en el primer octante. 



Hacer clic sobre la figura para ver en Internet - Arrastrar los puntos rojos en la direccion de la proyeccion 


Proyeccion XY Proyeccion XZ Proyeccion YZ 



2.6 Proyeccion ortogonal de un solido simple 


Ejemplo 2.53 


Consideremos el solido Q limitado por la superficie S : z = 4 - x 2 y los pianos 2y + z = 8 y y = x, en el primer 
octante. 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Proyeccion sobre el piano XY. La curva C\ esta en el piano y = x que es perpendicular al piano XY\ su 
proyeccion es el segmento quevade (0,0,0) a (2,2,0). 


La curva C 2 es la interseccion de las superficies z = 4 - x 2 y 2y + z = 8; la ecuacion de su proyeccion en el piano 
XY se obtiene eliminando z, 


z 




y 


4 -x 2 

(4 — x 2 ) x 2 

=> y = 4 — — , otambien y = 2 + — (una parabola!). 

4 — z/2 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Proyectando el solido Q Proyeccion sobre XY 




La proyeccion es R xy = Ri + R 2 . La porcion de la superficie z = 4 - x 2 se proyecta sobre R\ mientras que la 
porcion del piano 2y + z = 8 se proyecta sobre R 2 . 

El piano y = x es perpendicular al piano XY y por tanto se proyecta sobre su recta generadora y = x. 

Proyeccion sobre el piano YZ\ La curva Ci es la interseccion de la superficie z = 4 - x 2 con el piano y = x por 
lo que su proyeccion en el piano Y Z es la parabola z = 4 - y 2 . La curva C 2 esta en un piano perpendicular al 
piano Y Z , por lo tanto su proyeccion esta en la recta que genera el piano: 2y + z = 8. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Proyectando el solido Q Proyeccion sobre Y Z 



La proyeccion es R yz = R 2 + R 2 . La proyeccion de la porcion del piano y = x es la region R\ . La proyeccion de la 
porcion de superficie z = 4 - x 2 es la region R 2 . La proyeccion del piano 2y + z = 8 es el segmento que va de 


Ejercicios 


2.6 Proyeccion ortogonal de un solido simple 
(4,0,0) a (0,2,4). 

Proyeccion sobre el piano XZ\ La proyeccion es R xz . En este caso, las curvas C\ y C 2 se proyectan sobre la curva 
z - 4 - x 2 . La superficie z = 4- x 2 se proyecta sobre su curva generadora mientras que las porciones de los 
pianos y = x y 2y + z - 8 se proyectan sobre R xz . 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Proyectando el solido Q Proyeccion sobre XZ 




9 


® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

2.26 Dibujarlas proyecciones del solido Q si este solido estalimitadoporx 2 +y 2 = 4; z+y = 2; y= 1; x = 0; y = 0 
y z = 0, en el I octante 
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Superficies y Solidos. 


2.27 Dibujar las proyecciones del solido Q si este solido esta limitado por las superficies y = 2 — 2x 2 ; 
y=l-x 2 ; y + 2z = 2; x = 0 y z = 0; en el I octante. 



2.28 Dibujar las proyecciones del solido Q si este solido esta limitado por la superficie y 2 + z 2 = 4 y los pianos 
2x-2y + z = 2\ x=0yz = 0. 



2.7 (*) Definicion formal de una superficie 

No todas las superficies (suaves) en IR 3 se pueden describir con una sola ecuacion F{x, y,z) = 0 (con o sin desigualda- 
des). En general, para estudiar superficies de una manera mas general, se requiere estudiarlas “localmente”. 


2.7 (*) Definicion formal de una superficie 
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A veces se define una superficie de manera local. Una superficie S es 
un subconjunto de R 3 que en un entorno de cualquiera de sus puntos, 
luce como un “parche” de R 2 , es decir, para cada p e S e-xiste un 
entorno abierto U Q R 2 y un entorno W Q R 3 que contiene a p tal 
que se puede establecer una biyeccion continua (homeomorfismo) 
r p : JJ — • S n W. A cada homeomorfismo r p se le llama “parche” o 
parametrizacion del conjunto abierto S n IV. Una coleccion de tales 
parches que cubren S se llama un atlas de S. 


x 



Si una superficie S tiene ecuacion z = f(x,y ) con ix,y) e D Q R 2 , entonces la superficie seria de un solo “parche”, 
y una parametrizacion seria r{x,y) = xi + y j + fix, y) lc con (x, y) e D. Mas adelante veremos mas ejemplos de 
superficies y parametrizaciones. 
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Superficies y Solidos. 



Version actualizada de este libro: 
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/ 



Introduccion 
Derivadas parciales. 

Derivadas parciales de orden superior 
Funcion diferenciable. Diferencial total. 
Regia de la cadena. 

Derivadas de una funcion definida de ma- 
nera implicita. 

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecua- 
ciones. 

Gradiente. 

Gradiente, curvas y superficies de nivel. 

Derivada direccional 

Plano tangente y el vector normal. 


3.1 Introduccion 


La derivada de una funcion de una variable mide la tasa de 
cambio de la variable dependiente respecto a la variable 
independiente. La derivada de la funcion y = fix) en x 
es, 


/'(*)= U m ^ = Um /( * +W - /U) 
Ax— >o Ax h^O h 


siempre y cuando este llmite exista. Geometricamente, la 
derivada de / en x es la pendiente de la recta tangente a 
/ en x. 



Si / : R 2 — » R, la derivada de / en x = (xo, yo) e ft 2 , en la direccion de un vector unitario v = iv\, vf) e R z , mide la tasa 
(instantanea) de cambio de / a traves de la recta L{h ) = x + hv cuando h = 0. De nuevo, esta derivada en la direccion 
de v se obtiene como un llmite, 


iim f ( - x o + hv i’yo +hv 2i- /( x o>yo) 
fr — 0 h 


El cambio en la recta es \\x- x - hv\\ = \ \hv\ \ = h (v es unitario). Geometricamente, esta derivada es la pendiente de la 
recta tangente a la curva C(/r) = (xo + h ui, yo + h V 2 ,f{x + hv)) en h = 0. Esta curva es la interseccion de la superficie 
S de ecuacion z = fix, y) con el piano generado por la recta L tal y como se muestra en la figura (3.1). 
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Calculo diferencial en varias variables 


® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Y ® 






— V \ 

i\ \ -S 

i 

, J 




— - ^ 


' if X 


Figura 3.1: Derivada direccional en la direction de v 


df 

De particular interes son la derivada en la direction del eje X, denotada — , y la derivada en la direction del eje Y, 

dx 

df 

denotada — ; llamadas derivadas parciales respecto a x e y respectivamente. 




Figura 3.2: Derivada partial en la direction de X 


Figura 3.3: Derivada parcial en la direction de Y 


3.2 Derivadas parciales. 


Definition 3.1 (Derivadas parciales). 

Sea U Q IR” un conjunto abierto y sea / : U — » R. Entonces la derivada parcial 
Xi en el punto x = (xi, ..., x n ), se define como 


d£ 

dxt 


de / respecto a la variable 


df /(xi,x 2 ,...,X; + h,...,x n ) - f{xi,...,x n ) flx + het)- fix) 

— = lim 7 = lim 7 

oxi h^o h h — *0 n 


df 

siempre y cuando este llmite exista. Aqul e,- = (0, ..., 1, ... 0) con un 1 en la i-esima position. El dominio de - — 

OXi 


3.2 Derivadas parciales. 
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es el subconjunto de IR' 7 en el que este llmite existe. 


Caso de dos variables 


Cuando z = f{x, y), es comun denotar las derivadas parciales con 


5/ dz 
dx’ dx’ 


Z x 


o f x . Segun la definicion, 


df_ _ 1Im f(x+h,y)-f(x, y) df_ _ ^ f{x,y + h)-f{x,y) 
dx ft— o h ^ dy ft— o h 


df 

Es decir, para calcular — derivamos de manera oridinaria / respecto a x pensando en y como una constante y 
df X 

para calcular — derivamos de manera oridinaria / respecto a y pensando en x como una constante. Esto es valido 
siempre y cuando apliquen los teoremas de derivadas en una variable. 


S 


Ejemplo 3.1 (Calculo directo y por definicion). 


Sea f{x,y ) = \fx^/y, entonces aplicando la regia del producto, 


df = ± [V^Vy) 

dx dx 

d_l = d_ (\fx$fy) 

dy dy 


\fy 

3x 213 


\fx 
3 y 2/3 


Esta es la manera de derivar / respecto ary respecto a y usando teoremas de derivadas. Sin embargo esto no 
decide si la funcion es derivable o no en (0, 0). Para saber si estas derivadas parciales existen en (0, 0), se debe 
calcular usando la definicion, 

df „ /(0+M)-/(0,0) „ 0-0 

— (0, 0) = lrm — J = lim = 0, 

dx h-> o h h-> o h 


3 /,nn, m0 + h)-n0,0) ,, 0-0 n 

— (0, 0) = lim = lim = 0, 

dy ft— o h ft— o h 


df df 

es decir, en este caso la derivada parcial — existe en (0, 0) y es cero y tambien — — (0, 0) = 0. 

dx dy 
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Calculo diferencial en varias variables 


Ejemplo 3.2 (Derivadas parciales de funciones de dos variables). 

En este ejemplo se muestra como calcular derivadas parciales usando las reglas de derivation ordinaria. 


Recordemos que en una variable, [kf{x)}' = kf'{x) y 


9 9 dZ 9 

Oz = x z y z + y => — = 2xy +0 
J 7 dx J 


9 o dz o 

O z = x z v z + y => — = 2x y + 1 
dy 1 


k 


fix) 


-k-f{x) 

f 2 {x) 


X 1 o 
9 Z = = -=■ • X 

y 5 y 5 


O Z : 


y° 


dz 

^y 


dz 1 
dx y 5 


-x 3 -5y 4 


•3x 


y 


10 


Recordemos que en una variable, [a u ] = a u \n{a) u y [x a ] = ax a . 


dz , 

9 Si z = x y con x > 0, entonces — = yx y 

dx 7 


dz 

9 Si z = x y con x > 0, entonces — = x y lnx 

dy 

dC dC 

O Si C(r,0) = r” cos(nd) con n e N una contante. Entonces — = nr n ~ l cos(nd) y — = -nr n sen(nd) 

or dt) 


Recordemos que en una variable, si u = g(x) entonces lf{u)]’ = f'iu) ■ u' . 


» Si z = arctan(y/x) 


dz 1 -y-1 


dx l + (y/x) 2 x 2 


cos(xy) + xsen2y dz -ysen(xy) + sen2y 

oSi z = entonces — [n,n 2) = 

2 dx 2 


-7r-sen(jr 2 12 ) 


x=n, y=n/2 


3.3 Derivadas parciales de orden superior 
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d z d z 

O Sea / de una variable y derivable, y z- f{u) con u = x 5 + y 3 , entonces — = f ( u) ■ 5x 4 y — = f{u] ■ 3y 2 


fiu) - o 

o Sean f ye funciones derivables de una variable y z = con u = x + v , entonces 

J y S y giu) * 

dz ~ ffu) -5x 4 ■ g{u) - g'iu) -5x 4 ■ f{u) 


dx 


g 2 {u) 


g 2 (u) 


, [/(«)] -giu) - ^-[g(M)l -/(w) „ 2 , , ,, , „ 2 ,, , 

dz dy L J dy L J / (u) • 3y 2 • g(u) - g (n) • 3y 2 • /(w) 


dy 


g 2 (r<) 


g 2 (w) 


3.3 Derivadas parciales de orden superior 


Si / es una funcion de dos variables x e y , entonces sus derivadas parciales f x y / y tambien son funciones de dos 
variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales ( f x ) x , if x ) y , if y ) x y (/ y ) y , las cuales cuales se 
llaman segundas derivadas parciales de /. Si z = fix, y) , se utilizan diferentes notaciones para estas derivadas parciales, 


® ifx)x — fxx — f 11 


AAZ) 

dx dx ) 


d 2 f _ d 2 z 
dx 2 dx 2 


® ifx)y — fxy ~ fl2 — 


dy 


dj_ 

, dx 


d 2 / _ d 2 z 
dydx dydx 


® C/y)x — fyx — /21 


AW) 

dx dy j 


d 2 / d 2 z 
dxdy dxdy 


® (/y)y = fyy = f 22 = xr-. 


df 


dy dy 


d 3 / 

dy 2 


d 2 z 

dy 2 


La notation f xy 1 
para calcular f yx 


d 2 f 


significa que primero derivamos con respecto a x y luego con respecto a y , mientras que 


dydx 
el orden se invierte 



Calcule las segundas derivadas parciales de fix, y) = x 3 + x 2 y 2 + y 3 
Solution: Las primeras derivadas parciales son 
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Calculo diferencial en varias variables 



3.3 Derivadas parciales de orden superior 
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d 2 - 


, , , “'u d 2 u v ,, 

de donde — T h T = -e 7 senx+ e y senx = 0 

dx 2 dx 2 


* 


Ejemplo 3.6 


, d 2 u 


d 2 U o L „ 

La ecuacion de onda — T = a — donde a es una constante, describe el movimiento de una onda, que puede 

at 2 ox 2 

ser una onda de sonido, una onda de luz o una onda que viaja a lo largo de una cuerda vibrante. Si / y g son 
funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcion u(x, t) = /(x + at) + g{x- at) 
satisface la ecuacion de onda. 

Solucion: Las derivadas de w(x, y) con respecto a x estan dadas por : 


du . . d 2 u 

— = f (x+ at) + g (x+ at), r = / ( x+at) + g ( x + at ) 
ox ox 2 


Las derivadas de u{x, y) con respecto a t estan dadas por : 


d / 1 Q 2 1 1 

— = af\x + at) + ag'{x+ at), = a 2 f"{x+ at) + a 2 g"{x+ at) 


Sustituyendo obtenemos 
d 2 u 


,d 2 u 


= a f [x + at) + a g (x+ at) = a [f ( x + at) + g {x + at)] = a ^ 2 


Ejemplo 3.7 

Consideremos / y g funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcion 
u(x, y) - x/(x + y) + yg(x + y) satisface la ecuacion diferencial parcial u xx - 2 u xy + u yy = 0. 

Solucion: Las derivadas de u[x, y) con respecto a x estan dadas por 

u x = /(x + y) + x/'(x + y) + yg'(x + y) 

u xx = /' (x + y) + /' (x + y) + x f" (x + y) + yg" (x + y) = 2f (x + y) + xf (x + y) + y g' (x + y) 


U xy = /' (x + y) + xf" (x + y) + g' (x + y) + yg" (x + y) 
u y = x/'(x + y) + g(x + y) + yg'(x + y) 
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Uyy = xf" (x + y) + g' (x + y) + g' (x + y) + yg" (x + y) = 2 f" (x + y) + 2g' (x + y) + yg" (x + y) 
Sustituyendo, 

u xx -2u x y+u yy = 2 f (x + y) + x f" (x + y) + y g" (x + y) - 2/'(x + y) - 2x/"(x + y) - 2g'(x + y) 

-2yg"(x + y) + xf'{x + y) + 2g'[x + y) + yg"{x + y) = 0 


^ i( 


Ejemplo 3.8 


Compruebe que la funcion u{x,y) = \J x 2 + y 2 + z 2 satisface la ecuacion diferencial de Laplace en derivadas 

d 2 u d 2 u d z u 

parciales — T T + — T = 0. 

^ dx 2 dy 2 dz 2 

Solucion: Calculemos las derivadas parciales 


du 

-2x 

du 

y 

du 

z 

dx 

2 \J (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 

dy 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 ’ 

dz 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 ’ 

du 

2x 2 -y 2 -z 2 

du 

-x 2 + 2y 2 - z 2 

du 

-x 2 -y 2 + 2z 2 

dx 2 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 5/2 ’ 

dy 2 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 5/2 ’ 

dz 2 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 5/2 


y al sumarlas obtenemos el resultado deseado. 


Observacion: Note que las derivadas parciales mixtas f xy y f yx en el ejemplo anterior son iguales. El siguiente 
teorema, da las condiciones bajo las cuales podemos afirmar que estas derivadas son iguales. El teorema es conocido 
de Clairaut o tambien como Teorema de Schwarz. 


Teorema 3.1 (Teorema de Clairaut o Teorema de Schwarz). 

Sea f : D QU — » IR una funcion escalar donde D es un disco abierto con centra en (a, b ) y radio 8, si las 
funciones f xy y f yx son continuas en D, entonces 

f xy {a,b) = f yx (a, b) 


Ejercicios 


3.3 Derivadas parciales de orden superior 
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3 


Ejemplo 3.9 (Hipotesis en el Teorema de Clairaut). 


2 _ 2 

Sea f(x,y) = xy— — y ~ y /( 0,0) = 0. Se tiene /*( 0,0) = f y { 0,0) = 0, pero /™(0,0) ^ f yx i 0,0). En efecto, 
x z + y z 

aunque f xy y f yx estan definidas en (0, 0), no son continuas en este punto. Para ver esto, podemos calcular estas 
derivadas de dos maneras distintas y observar que el valor difiere. Primero derivamos sobre la recta x = 0 y luego 
sobre la recta y = 0. 

rn , fih,y)-f(0,y) ,, hy{h 2 -y 2 ) 

2x(0 ,y) = bm = lim = -y 

h^o h h — *0 h{h 2 + y 2 ) 


. n . „ f{x,h)-f{x, 0) hx[h 2 -y 2 ) 

z x [x, 0) = lim = lim y- = x 

h^o h h-> o h[h z + y z ) 


Ahora 


z xy ( 0,0) = lim 
ft— o 


f y [hy 0) f y (0, 0) h - 0 


ft 


= lim = 1 y z vx (0, 0) = lim 

h^O n fc— *0 


/x(0,fc)-/x(0,0) 

h 


-k - 0 


- lim 
/z — *0 k 


= -l 


Esto muestra que / X y(0,0) ^ /vx( 0,0). El grafico de f(x,y) muestra un salto en (0,0) 


xy 


5/ a/ 


3.1 Sea fix, y) = 2 _ 2 - Calcule — , — y / y (2,l). 

x j/ o»y ox 

3.2 Sea /(x,y) =ln 5 (x- y + x 2 + 2- > ') Calcule 


dy dx 


3.3 Sea z(x,y) = 2 {ax + by) z - (x 2 + y 2 ) con a z + b z = 1. Verifique que ^ = 0. 


2 , u2 _ 


d 2 z d 2 z 


dx 2 dy 2 


3.4 Sea z = f 


x 2 


-i r , , , „ dz dz 

— | con / derivable. Verifique que x— +2y— = 0. 


y 


_ _ „ / ty\ dz dz 

Sea z = J xy+ arctan^-J . Demuestre que zx— + zy— = xy. 


3.6 Sea C{x,t) = t uz e 


t/2 Ikt 


dx dy 

. Verifique que esta funcion satisface la ecuacion (de difusion) 


k d 2 C _ dC 
4 dx 2 dt 



no 


Calculo diferencial en varias variables 


3.7 


Sea z = f(x 2 y + y) ■ y/x + y 2 . Calcule 


df df 
dy’ dx 


3.8 Verifique que u{x,y) = e^senx satisface la ecuacion de Laplace — r + — — = 0 

dx z dy z 

3.9 Sea a e R una constante. Verifique que u{x, t ) = senfx- at) + ln(x + at) es solucion de la ecuacion de onda 
Utt — ti 2 u xx . 


3.10 Sea a e K una constante y / y g funciones dos veces derivables. Verifique que u{x, t) = f[x-at)+g{x+at) 
es solucion de la ecuacion de onda u tt = a 2 u xx . 


dz dz 

3. 1 1 Verifique que z = ln(e x + e y ) es solucion de las ecuacion diferencial 1 = 1 y de la ecuacion 

ox oy 


diferencial 


d 2 z 

dx 2 


d 2 z 

dy 2 


' d 2 z 
,dxdy 


2 

= 0 . 


3.12 Sea / una funcion derivable en todo IR ysea w(x,y) = f{y senx). Verifique que 


dw dw . 

cos(x) — 1 - vsen(x) — — = yf (ysenx) 

dx dy 


3.13 Sea g(jc,y) = x 2 sen(3x-2y). Verifique la identidad 

d 2 g dg 

x ■ — — = 2 -^ + 6 x-g(x,y). 
dydx dy 

3.14 La resistencia total R producida por tres conductores con resistencias Ri, R 2 y R 3 conectadas en paralelo 

en un circuito electrico esta dado por la formula — = 1 1 . Calcule . Sugerencia: derive a ambos 

F R Ri f ?2 R 3 dRi 

lados respecto a Ri . 


3.15 La ley de gases para un gas ideal de masa fija m, temperatura absoluta T, presion P y volumen V es 

dP dV dT 

PV = mRT donde R es la constante universal de los gases ideales. Verifique que = -1. 

6 H H dV dT dP 


i 


dK d 2 K 


3.16 La energfa cinetica de un cuerpo de masa m y velocidad v es K = -mv . Verifique que - — — - = K. 

99 „ . . dw d 2 w d 2 

-V 2 - M 2 - 


w 


dx ’ dx 2 ’ dydx 


3. 1 7 Sea / y g funciones dos veces derivables. Sea u = x +y y w(x, y) = f{u) ■ g[y). Calcule 
dw 

y -£-■ 

dy 

x y 

Sea / y g funciones dos veces derivables. Sea w{x,y) = f(u) + g{v) donde u = — y v = -. Calcule 

y x 

dw d 2 w 


dx ’ dydx 


3.4 Funcion diferenciable. Diferencial total. 


Ill 


3.19 Sea w = e 3x ■ fix 2 - 4 y 2 ), donde / es una funcion derivable. Calcule „ - . 

oxoy 

3.20 Sea u[r,6) = r"cos(nd) con ne N una contante. Verfique que u satisface la ecuacon 


1 1 

U rr H U r H — Ugg 

r r z 


3.4 Funcion diferenciable. Diferencial total. 

Definicion 3.2 Funcion diferenciable 

Sea / : U c [R 2 — » K. Si las derivadas parciales de / existen y son continuas en un entorno de (xo,yo) £ U, 
entonces / es diferenciable en (x 0 ,y 0 ). 


En una variable, Ay = fix o + Ax) - fix o) se puede aproximar con el diferencial dy = fix o) dx. De manera similar, el 
cambio en / en dos variables es 

A / = /(x o + Ax, y 0 + Ay) - /(x 0 , y 0 ) 
y se puede aproximar con el diferencial total, 

df = /x(x 0 ,y 0 ) dx + f y ix 0 ,yo)dy 

Es decir, si / es diferenciable en (xo, yo) y si Ax = x - xo y Ay = y - yo son pequenos, entonces / se puede aproximar 
usando el piano tangente: 

fix, y) « /(x 0 , y 0 ) + /*Uo, y 0 ) Ax + / y (x 0 , y 0 ) Ay. 



Si z - fix, y) es diferenciable, el diferencial total df representa el incremento de / a lo largo del piano tangente a / 
en el punto (x,y). Seria como calcular con el piano tangente en vez de usar la superficie S (ver figura anterior). 
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3.5 Regia de la cadena. 

Recordemos que en una variable, si f{u) y u(x) son derivables, entonces la regia de la cadena establece 

d f d f du 
dx du dx 

La regia de la cadena nos indica como varia / conforme recorremos la trayectoria u(x). Formalmente es la derivada de 
/ en presencia de un cambio de variable u. En funciones de varias variables la relation persiste en un siguiente sentido. 


Teorema 3.2 (Regia de la cadena - Caso I). 

Sean x = x(f) y y = y(f) derivables y z = /(x,y ) diferenciable en (x,y) = (x(f),y(f)), entonces z = /(x(t),y(r)) 
es derivable y 


dz 
d t 


df , df , 

= -fx'(t) + -fy\t) 
dx dy 


Teorema 3.3 (Regia de la cadena - Caso II.) 

Sean u = u{x,y ) y v = v(x,y) con derivadas parciales en (x,y). Si z = f(u,v ) es diferenciable en 
(u, v ) = («(x, y), v[x, y)) entonces z = f{u, v ) tiene derivadas parciales de primer orden en (x, y) y 


dz df du df dv 

dx du dx dv dx 

dz df du df dv 

dy du dy dv dy 


Eie 


Ejemplo 3.io 


dz 

Sea z(x,y) = ^arctanly/x) + tan(xy). Podemos hacer un cambio de variable y calcular — usando la regia de la 

dx 

cadena. Sea u[x,y) = arctan (y/x) y v{x,y) =tan(xy), entonces z = \fu+v. 


dz 

dx 


dz du dz dv 
du dx dv dx 


1 


1 


— y ■ i 


+ 


i 


2 \Ju+ v l + (y/x) 2 x 2 2 \/u+ v 

A1 sustituir u y v obtenemos el resultado completo, si fuera necesario. 


ysec 2 (xy) 


3.5 Regia de la cadena. 
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Ejemplo 3.11 

Sea z(x,y) 


x 2 + 3 y 2 , donde x = e r y y - cos (f) entonces 


dz dz dx dz dy 

dt dx dt dy dt 


= 2xe r -6ysen(t) = 2e 2r - 6cos(t) sen(t) 


Ejemplo 3.12 

Sea z{u, v ) = x 2 e y \ donde x = uv y y = u 2 - v 2 entonces 


dz 

du 


dz dx dz dy 
dxdu dy du 


dz 

dv 


2xe yi 1-3 x 2 y z e y — = 2xe y v + 3 x 2 y 2 e y 2 u 

du J du 

dz dx dz dy 
dxdv dydv 


2xe yi ^- + 3x 2 y 2 e y3 ^- = 2xe yi u + 3x 2 y 2 e yi -~3v 2 
dv J du 1 


* 


Ejemplo 3.13 


Sea / una funcion diferenciable y z(x,y) = f{x 2 ,xy 2 ). Para derivar usando la regia de la cadena usamos el 
cambio de variable u = x 2 y v = xy 2 , entonces z{x, y) = f{u, v) y 


dz df du df dv 

dx du dx dv dx 


df df 

= -f-2 x+^-y 
du dv 


2 


dz df du df dv df df 

— = — + — = — -0+ — -2xy 

dy du dy dv dy du dv 
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Ejemplo 3.14 

Sea / una funcion derivable y z = f(x,y) con x= r cosd, y= r send, entonces 

dz df dx df dy df df 

— = — — + = -^-cos0 + -^-sen0 

dr dx dr dy dr dx dy 

dz df dx df dy df df 

— = + = rsend + -f- rcosO 

dB dx dd dy dO dx dy 


Ejemplo 3.15 

Si z{x,y) = gfy)- f(x-2y, y 3 ). Calcule z x y z xy . 

Solucion Sea u = x-2y, v = y 3 . Entonces z{x,y) = g(y)/(n, v). 
zx = g(y) [fu ■ 1 + fv ■ 0] = g(y) Mu, v ) 
z xy = g'[y)-l- M u >v) + g(y) [-2 f uu + 3 y 2 f uv ] 


Ejemplo 3.16 

Sea V = V[P, T). Si P[V - b)e RV = RT, con b,R constantes, calcule . 

dT 

Solucion: V es funcion de P y T. Derivamos a ambos lados respecto a T, 


dT 


[P{V-b)e 


,RV 1 


dT 


[RT] 


P[V T e uv + (V-b)e KV RV t ] = R 


.-. V T = 


R 


Pe RV [l + {V-b)R). 



3.5 Regia de la cadena. 
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Ejemplo 3.17 


Sea z(x,y) = g[u, v) con u = x 2 y 2 y v = xy. Calcule 


d 2 z 

dydx' 


Solucion: 


dz _ dgdu dgdv 
dx du dx dv dx 


dg y dg 
— ■ 2xy 2 + — • x 
du dv 


d 2 z 

dydx 


d 

dy 


dg{u, v ) 
du 


• 2x / + ^[2xy 2 ]-^ + x-^ 


,.21 

du 


d 

dy 


dg{u, v ) 
dv 


cfg d 2 g 

du 2 Uy dvdu Vy 


y dg 

•2 xy z + 4xy- - — b x- 
7 * du 


d 2 g ^ d^g 
dudv Uy dv 2 Vy 


d 2 g . 2 , d2 S 


du 2 


2yx + — — — • x 
dvdu 


y dg 

•2xv + 4xy h x- 

du 


d 2 g n 2 , d 2 g 


dudv 


2yx + 


Ejemplo 3.is 

Sea F(u, v) = -u - v con u 2 = x- y y v 2 = x + y. Si w^Oy v ^ 0, verifique 
u+v 

a. ) F x = - 

b. ) F y = - 


2 uv 
v- u 
2 uv 


Solucion: Primero veamos que 2 u u x = 1, 2v v x = 1, 2 uu y = -1 y 2v v y = 1. Por lo tanto 

1 1 u+v 

a.) F x = F u u x + F v v x = — 1 • — 1 ■ — = — . 

2 u 2v 2 uv 


b.) F y — Fu Uy + F I! Vy — 1 • 




V— u 
2 uv 



Ejercicios 
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n dZ 

Sea z = xy + x con x = sen t y y = tan(f). Calcule — . 

dt 


dw 


3.22 Sea w = x 2 + 2 xy + y z con x = t cos t y y - fsen t. Calcule — — . 

dt 

, dz dz 

Sea z= uvu+ v z con u = x y y v = arctan(y/x). Calcule — y — . 

ox dy 

3.24 Sea z = g(y) • /(x,y) con / y g funciones con derivadas de segundo orden. 
dz 


a.) Calcule 


dx 


dz 

b. ) Calcule — 

dy 

2 ■> i , , dz dz 

c. ) Si x = t y y = u + t , calcule — y — 

dt dn 

3.25 Sea z = f{xy,x). Si / tiene derivadas parciales de segundo orden f u , f uv , f uu y f vv , calcular 


d 2 z 

dydx 


df df , 

Sea z = — — h — , donde / = f{x,y) es una funcion con derivadas de segundo orden. Si x = u + v y 

? , dz dz 

y=u+v, calcule — y — . 

du y dv 

3.27 Sea z = f{u, v) , donde u - x 2 + y 2 , v = xy. Si / tiene derivadas parciales de segundo orden f u , f uv , f uu y 
f vv continuas (es decir, f uv = f uu )- Verifique que: 

d 2 z df 2 d 2 f d 2 f 2 d z f 

dx 2 du du 2 ' dudv dv 2 

3.28 Sea z = /(x 2 + cos y, x 2 - 1) - g(3xy 2 ) con g derivable y / con derivadas parciales continuas y de segundo 
orden. Calcule z 


xy 


3.29 Sea z = x 2 / 4 (xy,y 2 ) con / con derivadas parciales continuas. Calcule z y y z* 

, , df df 

3.30 Sea z = /(x - y, xy) donde s = x z -y y t = xy. Calcule — y — (Sugerencia: Calcule z x y z v y despeie 

dt ds 

lo que se pide). 

3.31 Verifique que si / es diferenciable, la funcion z = /(xy) satisface la ecuacion 


dz dz 

x y — 

dx J dy 


= 0 


3.32 Sea u = f{r) con / derivable y r 2 = x 2 + y 2 + z 2 . Mostrar que 


xu x + yu y + zu z = rffr ) 



3.6 Derivadas de una funcion definida de manera implicita. 
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3.33 Supongamos que se sabe que 


U4j U6 o 

x— + y— = 2x sen(xy) con x>0 y y>0. 0) 
ox dy 


Verifique que aplicando un cambio de variable de (x,y) a ( u , v) donde u = xy y v = xly; entonces la ecuacion 
(*) se convierte en la ecuacion 


dz 


— = v sen u 
ou 


Sugerencia: Como z = z{u, v ); calcule las derivadas parciales y luego despeje x y y en el cambio de variable. A1 
sustituir, obtiene el resultado. 


3.6 Derivadas de una funcion definida de manera impllcita. 

Supongamos que se conoce que z es una funcion de x e y, es decir, z = fix, y), pero que z esta definida de manera 
implicita por una ecuacion del tipo 


F{x,y,z) = 0 


Estas situaciones ya las hemos encontrado antes, por ejemplo en la ecuacion de una esfera: x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . Esta 
ecuacion define a z como una funcion de x y y y en este caso, z se puede despejar: 



Cuando una funcion esta definida de manera implicita, no siempre es posible despejarla. Por ejemplo considere 
y 2 + xz + z 2 - ® z - 1 = 0. Pero si podemos calcular las derivadas parciales. 

Podemos deducir, de manera informal, las formulas para z x y z y . Supongamos que z = z(x,y) es una funcion 
diferenciable que satisface la ecuacion F(x,y, z(x, y)) = 0 en algun conjunto abierto D. 

Sea g(x,y) = F(x,y,z) = 0, aplicando la regia de la cadena a g(x,y) = F{u,v,w), con u{x,y) = x, v{x,y) = y y 
w[x,y ) = z(x,y), obtenemos 


dg dF du dF dv dF dw 
dx du dx dv dx dw dx 


y 


dg dF du dF dv dF dw 


dy du dy dv dy dw dy 


, dv 

Ahora, como — = 0 y — = 0, entonces 
dx dx 
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dF dF dz 


du d w dx 


Despejando, 


dF 


— = — t— en todos los puntos de D donde 
dx dF H 



dz 

dF 

, dz dy 
De manera similar, — = — — — 
dy dF 

dz 


Teorema 3.4 

Si F es diferenciable en un conjunto abierto D de R" y si la ecuacion F{x \,X 2 , ..., x n ) = 0 define a x n como una 
funcion diferenciable x n = /(x i,X2,...,x„_i) en algun conjunto abierto de IR" -1 , entonces 


dF 

df dxt 


dxi dF 


dx n 


dF 


en aquellos puntos en los que ^ 0. 

dx n 

z definida de manera implicita por F{x,y,z) = o. 

Si z - z(x,y) esta definida de manera implicita por F{x,y,z ) = 0 de acuerdo a las hipotesis del teorema 3.6, 
entonces 



En el teorema de la funcion implicita podemos intercambiar variables. Por ejemplo, si x y z son las variables indepen- 
dientes y si se cumplen las hipotesis del teorema, 



Este teorema se puede generalizar para ecuaciones F{x,y,z, u ) = 0. 



3.6 Derivadas de una funcion definida de manera impllcita. 
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3 


Ejemplo 3.19 


Sea z definida de manera implicita por F(x, y, z ) = xyz + x + y 
teorema 3.6 entonces 


- z = 0. Como se cumplen las condiciones del 


F x _ zy + 1 _ -Fy _ zx + 1 

F z xy-1 Y Zy F z xy - 1 


Ejemplo 3.20 

Calcule z x y z y si F(x,y,z ) = x 2 -2y 2 + 3z 2 - yz + y = 0 define a z como z = z(x,y). 

Solucion: Dado que F x = 2x, F y = -4x - z + 1, F z = 6z- y, entonces si F z ± 0, por el teorema 3.6, 
2x 


Zi = -- 


6 z-y 


1 — 4y — z 

Zy ~ 

y 6z-y 


en D? 2 - {(x, y) e D? 2 : 6z(x, y) - y = 0.} 


Ejemplo 3.21 

Considere la funcion z definida de manera impllcita por x 2 + y 2 + z 2 - 1 = 0. Calcular z x , z y , z xx , z yy y z yx 

Solucion: 

z esta definida de manera impllcita por F(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 - 1 = 0. Entonces, 

F x x F y y 

F z z y y F z z 

Para calcular z xy , z xx y z yy debemos notar que z x y z y no son funciones definidas de implicita, como tal 
derivamos de manera ordinaria. 


Zxx — 


d(z x ) 


dx dx 


( x \ 


l XI 

-- 

1 • Z — X Zx _ 

z — X — 

v z> 

V- Z> 
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_ d(Zy) _ z ) 1 -z-yzy _ z 2 + y 2 
yy dy dy z 2 z 3 

d (- j _ y-z x _ y(~z) 

yx dx dx z 2 z 2 


* 


Ejemplo 3.22 


Si F{xz, yz) = 0 define a z como funcion implicita de x e y y ademas cumple con las condiciones del teorema 
3.6 en cada punto de una region D, entonces verifique que, en D, se satisface la ecuacion 


dz 


dz 


y -Ty + X 'Yx = - Z 

Solucion: Sea u = xz y v = yz, entonces F[xz,yz) = F(u, v ) = 0. 


dz 

dy 

dz 

dx 


Fx 

Fz 


F u -0 + FyZ 
F u -x + F v -y 

F u • z + F v ■ 0 
F ir x + F v -y 


Luego 


dz 


dz 


y -dy + X -Tx 


= -y 


F v • z 


F u -x + F v -y 

z [F u - x + F v -y) 
F u -x + F v -y 


+ -x- 


F u ■ z 


F u -x + F v -y 


= -z 


3.7 (*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones. 

Supongamos que u = u(x,y) y v = u{x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones 

F(x,y,u,v) = 0 y G(x,y,u,v) = 0 
Para deducir las expresiones para u x , u y , v x , v y se resuelve el sistema 


3.7 (*) Derivacion impllcita: Caso de dos ecuaciones. 
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dF = F x dx + F y dy + F n du + F v dv = 0 
dG — G x dx + G y dy+ G u du+ G v dv = 0 


para du y dv. Si / = 


F u F v 
G u G v 


, obtenemos 


1 

F x 

F v 

dx 

Py 

Fv 

7 

G x 

G v 

/ 

Gy 

G u 


dy 


como du = u x dx+ Uydy entonces se obtienen las formulas (siempre y cuando / ^ 0. 


Ur = - 


V v = ~ 


Fx 

F v 



Py 

F v 

G x 

G v 



Gy 

G v 


J 

> My — 



J 

F u 

Py 



F u 

F x 

G u 

Gy 



G u 

G x 


Ejemplo 3.23 

Si u = u(x, y) y v = v(x, y) son funciones definidas de manera impllcita por las ecuaciones 

F = u 2 + v 2 - x 2 - y = 0, 


calcular u x y u y . 
Solucion: Como / = 

entonces, 


F u 

F v 


2 u 

2v 

G u 

Gv 


1 

1 


G=u+v-x 2 + y = 0, 


= 2 (u- v), 


u x = 


x(l -2v) 


U— V 


Y u y [ 


l + 2v 
2{u— v ) 


Ejercicios 
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* 


Ejemplo 3.24 


Sea z = /(x,y ) definida por z = u + v donde u = u(x,y) y v = v{x,y) son funciones definidas de manera 
implicita por las ecuaciones 


F = u + e ll+v - x = 0 
G = v + e u ~ v -y = 0 

Si u = v = 0 entonces x = y= 1. Calcular z x ( 1, 1). 

Solucion: z x = u x + v v . Podemos calcular u x y v y usando las formulas respectivas, sin embargo, para calculos 
numericos es mas practico derivar respecto a x las expresiones F = 0 y G = 0. En efecto, derivando respecto a x 
obtenemos 


u x + e“ V {u x +v x )~ 1=0 y v x + e u v [u x - u x ) = 0 


de modo que cuando x=l,y=l,u=w = 0se obtiene 


2u x + v x - 1 = 0 y u x = 0 


con lo que u x = 0 v x = 1 si x = l,y = 1, v = u = 0. As! que z x ( 1, 1) = 0 + 1 = 1. 


12 


3.34 Si x 2 y 2 + sen (xyz) + z 2 = 4 define a z como funcion implicita de x e y, verifique que 

dz dz 

X Tz~ y Ty = a - 

(xy 2 

Sea g — , x +y =0 una ecuacion que define a z como una funcion de x e y. Verifique que si g x , g y y 
g z existen y son continuas en toda la region en la que g z # 0, entonces 


y 


dz 

dx 


dz 

x ^~ = 
dy 


z(x 2 - y 2 ) 
xy 


dz dz 

Sea z = /(z/xy) con / dos veces derivable. Calcule — , — y verifique que 



3.8 Gradiente. 
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= 0 . 


3.37 


Sea z = x In (yz). Calcule 


dz dz d 2 z d 2 z d 2 z 
dx’ d y’ dx 2 ’ dy 2 ^ dxdy 


3.38 Si /(zx,y 2 ) = xy define a z como funcion implicita de x y y, calcule z xy 


3.39 Si f{zx, y 2 ) + g(z 2 ) = 5 define a z como funcion implicita de x y y, calcule z x y z y 


3.40 Sea / una funcion con derivadas de segundo orden continuas y g una funcion dos veces derivable. 
Supongamos que la ecuacion 2 g(z) + /(x 2 , y 2 ) = 0 define a z como funcon implicita de x y y. 


a) Calcule 

b) Calcule 


dz dz 
dx y dy 
d 2 z 
dydx 


3.41 Sea / una funcion con derivadas de segundo orden continuas y g una funcion dos veces derivable. 

q , o dz dz 

Supongamos que la ecuacion g(z)/ d (x z , y z ) = 0 define a z como funcon implicita de x y y. Calcule — y — 


3.8 Gradiente. 

Definicion 3.3 (Campo Gradiente). 

Sea f : D QU n — » R una funcion (o campo) escalar diferenciable en una region R, entonces la funcion (o 
campo) gradiente de/ es la funcion vectorial V/ : R Q K" — » K definida por 

V/(x i,x 2 ,...,x„) = {f Xv fx 2 ,-,fx J 

En el caso f : DqU 2 — >■ R 

, , df df 

V/te,y) = (/„/,) = / i+ _; 

En el caso f :DqU 3 — >• R 

, , df df df ~ 

v/u.y, 2 ) = (/„/,/,) = - n-i + -t 

I 

Interpretation geometrica del campo gradiente. El gradiente Vz : R 2 — • R 2 es un campo vectorial (campo 
gradiente). Por ejemplo, consideremos el paraboloide z- 1 = x 2 + y 2 , el campo gradiente de z es Vz = (2x,2y). Una 
representacion grafica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 3.4. Los vectores ap untan 
en la direccion de maximo crecimiento del paraboloide y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la 
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‘intensidad’ de esta razon de cambio. 

Ahora consideremos el paraboloide z - 3 = -x 2 - y 2 , el campo gradiente de z es Vz = (-2x, -2 y ) . Una representation 
grafica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 3.5. Los vectores apuntan en la direccion 
de maximo decrecimiento del paraboloide y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la ‘intensidad’ de 
esta razon de cambio 




Figura 3.4: Vz(P) apunta en la direccion de maximo 
crecimiento respecto a cada punto P 


Figura 3.5: Vz(P) apunta en la direccion de maximo 
decrecimiento respecto a cada punto P 


* 


Ejemplo 3.25 


® Si f{x,y) = senxy + x 2 y 2 , calculeV/(7r, 1) 


Solucion: El gradiente esta dado por : 


V/(x,y) = (ycosxy + 2xy 2 ) i+ (xcosxy + 2x 2 y) j 


y evaluando 


V/(jr, 1) = (2 7i - 1) i + (2 n 2 -tc) j 

a Si x 2 + y 2 + z 2 = 1, calcule Vz(x,y). 

Solucion: Excepto en la circunferencia x 2 + y 2 = 1 (curva de nivel z = 0), se puede calcular 


V/(x,y) = 


F x F y 


} 1 


F z F : 


x * , y , 

I H J 

z z 


3.9 Gradiente, curvas y superficies de nivel. 
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9 Si G{x,y,z) = x 2 z + z 3 y + xyz, calcule V G (x, y, z) . 

Solucion: 


VG(x,y,z ) = (G x , G y , G z ) = (2 xz + yz) i + (z 3 + xz) j + (x 2 + 3z 2 y + xz) k 


* 


Ejemplo 3.26 


Consideremos la superficie S de ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = 1. Sea 

p = aiV3, 1/V3, iiV3)e s. 


, , , I x x \ 

El gradiente dezes Vz(x,y)= — , — . 

t z z> 

Vz(P) = (-1, -1) . 

El gradiente no esta definido si z = 0 porque las derivadas par- 
ciales se indefinen (las tangentes a la superficies sobre la circun- 
fencia x 2 + y 2 = 1 son rectas verticales) 



3.9 Gradiente, curvas y superficies de nivel. 

Recordemos que si z = /(x, y) entonces la curva z = c (es decir, c = /(x, y) ) la llamamos “curva de nivel”. Si tenemos 
w = g(x, y, z), la superficie w = 0 (es decir 0 = g(x, y, z) ), se denomina superficie de nivel w = 0. 


Si S es una superficie de ecuacion G(x, y, z) = 0, con G derivable con continuidad en el piano, y si P = (xo, yo, ^o) e S, 
entonces, 


1. Si se cumplen las condiciones del teorema de la funcion impllcita, en P se tiene, Vz(x, y) = 


'_Gx _Gyi 

G z ’ G z ) 


El vector Vz(xo,yo) es perpendicular a la curva de nivel z = zo, es decir Vz(xo,yo) es perpendicular al vector 
tangenteen (xo,yo). Si necesitamos un vector perpendicular, podriamos usar solamente (-G x ,-G y ). 


Por supuesto, si la ecuacion de la superficie es z = /(x,y), podemos calcular el gradiente de la manera usual 
tomando G = z - / (x, y) = 0 y entonces G z = 1. 
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Figura 3.6: Vz(xo, yo, zo) es perpendicular a la curva de nivel z = Zq . 


2 . 


El vector VG(x 0 , y 0 > ■Zo) es perpendicular a la superficie de nivel w- 0, es decir VG(x o, yo, Zo) es perpendicular a 
cada curva de la superficie S, que pasa por P = (xo, yo, zq). 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



* 


Ejemplo 3.27 


Considere la curva C de ecuacion y 2 - x 2 (l + x) = 0. Sea P = [ 1/6, \/7/\/216) . Observe que P e C. Calcule un 
vector perpendicular a la curva en P. 


3.9 Gradiente, curvas y superficies de nivel. 
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Solucion: Podemos ver C como una curva de nivel de 
z = y 2 - x 2 (1 + x), concretamente la curva de nivel z = 0. 

c 

Vz(P)v 1 

\,Y / 

De acuerdo a la teoria, el vector Vz(P) es perpendicular a 
la curva de nivel C en P. Veamos 



/p 

/ X 

Vz(x,y) = ( — x 2 — 2x(x + 1), 2y) 


o.5 y 

X 0.5 

Vz(P) = (-5/12, a/7/ a/54) 

En la figura 3.8 se muestra graficamente la situacion. 

Figura 3.8: Vz[P) esunvect 

curva en 

or perpendicular a la 

P 


Ejemplo 3.28 

Considere la superficie S de ecuacion 

^ (z - l) 2 + (x - 2) 2 + (y - 2) 2 - 4 - 0. 

Sea P = (3,2, 1 + 3\/3). Observe que P e S. Calcule un 
vector perpendicular a la superficie S en P 

Solucion: De acuerdo a la teoria, el vector VG(P) es per- 
pendicular a la curva de nivel S en P donde G(x, y, z) = 

^ (z — l) 2 + (x — 2) 2 + (y — 2) 2 — 4. 


VG(x, y, z) — (G x , Gy, G z ) — 


VG(P) = 


2(x — 2), 2(y — 2), -(z-1) 


2 

2 , 0 ,— 

a/3 


G(x,y,z) = - l) 2 + (x - 2) 2 + (y - 2) 2 - 4 



Figura3.9: VG(P) (traslacion) es un vector perpendicular a la 
superficie S en P 


En la figura 3.9 se muestra graficamente la situacion. 
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Derivada direccional 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Suponga que deseamos calcular la tasa de cambio de 
z = /(x,y ) enelpunto (xo,yo) en la direction de un vec- 
tor unitario arbitrario It = ( a , b) , para esto consideremos 
la superficie S con ecuacion z = fix, y ) (la grafica de 
/) y sea zq = fix o, j/ 0 ) • Entonces el punto P = (xo, yo, Zo) 
pertenece a S . El piano vertical generado por la recta L 
que pasa por el punto (xo,yo,0) en la direction del vector 
it , interseca a la superficie S en la curva C . La pendiente 
de la recta tangente T a la curva C en el punto P es la 
tasa de cambio de z en la direccion del vector 7t . 



Figura 3.10: Derivada direccional 

Sea Q = (x, y, z) otro punto sobre la curva C, y sean P 1 - (xo, yo) y Q' = P' + Ku las proyecciones ortogonales sobre el 
piano XY de los puntos P y Q, entonces 

pff =Q'-P' = hu 


para algun escalar h . Asi pues, 

x - xo = ha => x = Xo + ha 
y-yo = hb => y = yo + hb 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



El cambio sobre recta L es ||P'Q' 


= h \ | u 1 1 = h ( u es unitario) , por tanto la razon de cambio esta dada por 


A z _ Az _ z-zo _ fixo + ha, y 0 + hb) - /(xo,yo) 
fall It’ll fa fa fa 


y al tomar el limite cuando fa — » 0 (siempre y cuando este limite exista) obtenemos la tasa de cambio instantanea de 
z (con respecto a la distancia) en la direccion de it , la cual se llama derivada direccional de / en la direccion de 7t . 


3.10 Derivada direccional 
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Definicion 3.4 (Derivada direccional). 

Sea / : D c [R 2 — » R una funcion escalar y sean (xo, yo) £ D y it = ( a , b ) un vector unitario, entonces la derivada 
direccional de / en (xo,yo) en la direccion del vector unitario It, estadadapor: 


Ditf{x 0 ,y 0 ) 


lim fix 0 + ha, yo + hb) - /(x 0 , y 0 ) 
h — *0 h 


Teorema 3.5 (Calculo de la derivada direccional). 

Sea f : D cU n — » IR una funcion escalar diferenciable en D, entonces / tiene derivada direccional en la 
direccion de cualquier vector no nulo It = [a, b) y esta dada por: 


Dirfix,y) 


V/(x,y)- 


= fxix.y) 


a 


IlMlI 


+ f y ix,y) 



Ejemplo 3.29 


Calcule la derivada direccional Dj[f[x,y ) si /(x,y) = x 3 -3xy + 4y 2 y It = (\/3, 1). Calcule D^f{ 1,2). 

Solucion: 

9 Evaluar el gradiente: Como SI fix, y) = (3x 2 - 3y, -3x + 8y) entonces V/(l, 2) = (-3, 13) 

9 \\u\\ = 2 


Dsfi 1,2) - V /(1,2) ■ 


9 Calculo: < 


- (-3, 13) 


iV3, 1 ) 


y/3 1 

- -3 — + 13- 

2 2 
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Ejemplo 3.30 


Calcule la derivada direccional de /(x,y,z ) = xsen(yz), en el puntoP = (1,3,0) en la direccion del vector 
It = i + 2j-k. 

Solucion: 

9 El vector gradiente de la funcion/esta dado por 

V/(x,y,z) = (sen (y z), xz cos (yz),xy cos (yz)) 
evaluandoenP tenemos que V/(l,3,0) = (0,0,3). 

9 Por otro lado, como 1 1 It \ \ = \/6, un vector unitario en la direccion de It es 


u 12 / s l ~/'12 1 

= — i + — j- — k = 


u \\ \/q v /6 \/6 l \/6 V & \/6 


9 Calculo: D^fil, 3,0) = V/(l,3,0) • — = (0,0,3) 

I I ^ I I 


1 2 -1 

\/6 \/6 \/6 - 


3 

'VB 


Componente. Recuerdemos que la componente de 1j en la direccion de IT es 


u ■ v 


■ , esta componente es la longitud de la proyeccion vectorial de It sobre 7 1 


l|u| — 

~v ~u • ~u 

proy_ = u ] . Con lo cual, la formula 

u II u\ 


Ditfix,y) = V f{x, y) 


nos dice que la derivada direccional es la componente del vector gradiente V/(P) 
en la direccion del vector It 



Direccion de maximo y minimo cambio. Suponga que tenemos una funcion / de dos o de tres variables y 
consideramos todas las posibles derivadas direccionales de / en un punto P dado. Esto proporciona las tasas de 
cambio de / en todas las posibles direcciones. De modo que podemos plantear la siguiente pregunta : ^En cual de 
estas direcciones / cambia con mayor velocidad?, y £cual es la maxima razon de cambio?. 

Intuitivamente, de acuerdo a la figura 3.12, la derivada direccional en P aumenta conforme el vector It se acerca al 
gradiente. 


3.10 Derivada direccional 
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Las respuestas a estas preguntas las da el siguiente teorema. 


Teorema 3.6 (Direccion de maximo cambio). 

Sea f : D Q U 2 — » R una funcion escalar. El valor maximo de la derivada direccional D-jf en (x,y) es 
||V/(x, y)|| y se presenta cuando el vector no nulo Tt tiene la misma direccion que el vector gradiente V/(x,y). 


Podemos justificar esto, informalmente, de la manera que sigue. Primero recordemos que si 6 = /.u, v entonces 
u- v = \\u\\ ■ || id | cos(0). Ahora 


Dj ?/(x,y) = V/(x,y) • 


= II V/(x, y) || cos0. 


donde 6 es el angulo entre el vector unitario y el vector V/(x, y). 

II Mil 


El valor de D^/(x, y) aumenta o disminuye solo si cosd 
cambia (si giramos el vector It ) . 

As! que el maximo valor se obtiene cuando cos 6 = 1 (es decir 
0 = 0). Por tanto D^/(x,y) es maxima cuando 6 - 0 y en ese 
caso It y V/(x,y) son paralelos. 





Valor mmirno: Elvalormmimo de la derivada direccional en (x,y) es -||V/(x,y)|| y ocurre cuando tt tiene la misma 
direccion -V/(x,y). 

Observacion: / se mantiene constante sobre las curvas de nivel; la direccion (un vector Tt) en la que el cambio 
(instantaneo) de / respecto a P es nulo es la direccion de un vector perpendicular a V/(P). Que la derivada direccional 
se anule en P en la direccion de Tt no significa, por supuesto que en esta direccion la funcion se mantenga constante 
(esto solo pasa sobre las curvas de nivel) excepto que la curva de nivel sea una recta. 
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Ejemplo 3.31 

Suponga que la temperatura en un punto (x, y, z ) en el espacio esta dada por 

80 

T{x,y,z) = 


1 + x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 


donde T esta medida en grados centlgrados y x, y, z estan en metros. ^En que direccion aumenta mas rapido la 
temperatura respecto al punto (1, 1, -2) ? ^Cual es la maxima tasa de incremento ? 


Solucion: El gradiente de T es 


VT{x,y,z) = - 


160x 


i - 


320y 


480z 


(1 + x 2 + 2y 2 + 3z 2 ) 2 (1 + x 2 + 2y 2 + 3z 2 ) 2 (l + x 2 + 2y 2 + 3z 2 ) 2 


Evaluando en el punto P = (1, 1,-2) obtenemos VT(1, 1,-2) = ~ i -i-2 j + 6 k) 

8 t ) 

Por tanto, la temperatura se incrementa con mayor rapidez en la direccion del vector gradiente 


1 j = -i-2j + 6fc 


La tasa maxima de incremento es la longitud del vector gradiente ||VT(1, 1, — 2) 1 1 = - 

8 


- i-2 j +6k 


5V4I 


Ejemplo 3.32 

Considere la placa rectangular que se muestra en la figura 
de la derecha. Si la temperatura en un punto (x, y) de la 
placa esta dada por 

T (x, y) = 4(x — 2) 2 — 7(y — 0.4) 2 


determine la direccion en la que debe de ir un insecto 
que esta en el punto P = (0,0) , para que se caliente lo 
mas rapidamente. que debe hacer el insecto si desea 
ir por un camino en el que la temperatura se mantenga 
constante? 



2 0 2 4 

Figura 3.14: Mejor direccion, respecto a (4,2). 




3.10 Derivada direccional 
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Solution: 

La direction en la que la temperatura aumenta mas rapidamente respeto a P es la direction del gradiente (vector 
negro en la figura) : V T{x, y) = (8(x-2),-14(y-0.4)) =>Vr(0,0) = (-16,5.6) 

En cuanto a la otra pregunta, aunque la derivada direccional es nula en la direction de un vector perpendicular al 
gradiente (vector rojo en la figura) esto solo dice que la razon de cambio instantaneo en esa direction es cero. La 
trayectoria en la que la temperatra se mantiene constante es la curva de nivel T (x, y) = T (0, 0) (curvas blancas) . 
Es por ahi donde deberia caminar el insecto. 


Vector unitario tangente. 

Sea r:/£R — » K”. Si la funcion vectorial r es continua en /, entonces la grafica de r se le llama curva y decimos que 
esta curva esta descrita parametricamente por r(f). 


Parametrizacion de rectos y elipses. 

Rectas en R 3 . Si la recta L pasa por P en direction de It 
entonces r{t) = P + tit, fe R. 


Elipse. Consideremos la elipse 
parametrizacion es 


(x-h ) 2 (y-fc) 2 

a 2 b 2 


= 1. Una 


r(f) = {h + a cos(f)) i+ (fc+ b sen(f)) j, t e [ 0 , 2zr ] 


z 4 



Figura 3.15: r{t) parametriza a C. 
Vector tangente r'(f). 


Derivada de r(t) 


La derivada de r (si existe) es r'(t) = lim 

h—> 0 


r[t+ h ) - r[t) 
h 


a.) Si x{t) y y(t) son funciones derivables en / y si r (f) = x{t) i+ y(f) j, entonces 


r\t) = x\t)i + y\t)j. 

b.) Si x{t), y{t) y z{t) son funciones derivables en I ysi r(t) = x{t) i + y{t) j + z{t) k entonces 


r\t) = x'(f) i + y'(f) ] + z\t ) k. 
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La interpretation geometrica de r'(t) sugiere la siguiente definition 


Definicion 3.5 

Sea C una curva descrita por la funcion vectorial continua r it), te I. Si existe la derivada r'(f) y no es nula, la 
recta que pasa por r{t) yesparalelaa r'it ) se llama tangente a C en r(f). El vector r'it) se denomina vector 
tangente a C en r(f). El vector unitario tangente T es una funcion vectorial asociada a la curva C yse define 
como 


T{t) = 


r'(t) 

\\r'it)\\’ 


si ||r'(f)||*0 


Ejemplo 3.33 


9 La pendiente de la recta tangente en P en la direccion de u = (1, 1) es 


D (U) z(P) = Vzd/v^, l/y/3) 


(LD 

Vz 


= -V2 



9 El gradiente Vz(l/\/3, I/n/ 3) es perpendicular a la recta tangente a la curva de nivel z = — en P. La 

v3 

derivada direccional en la direccion del vector unitario tangente es cero. Geometricamente, la recta L, en 
la figura que sigue, tiene pendiente cero. 


Esto es as! pues si Tp es el vector unitario tangente a la curva de 

nivel z= — — en (l/v/3, 1/V3), entonces 
\/3 

Dj$f{P) = V / CP) • Tp = 0 Uporque?) 


- ||V/(P)||cos0 = O 
lo cual implica que 6 - n/2. 



3. 1 1 Plano tangente y el vector normal. 

Si / es diferenciable, entonces el piano tangente a z = fix, y) en P = (xq, yo, z[xo,yo)) tiene ecuacion 


3.1 1 Plano tangente y el vector normal. 
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fx(xo,yo)(x-x 0 ) + fy{x 0 , yoHy-yo) = z-z 0 



Figura 3.16: Plano tangente a z — f[x, y ) en P si / es diferenciable. 


Caso general. Podemos obtener la ecuacion cartesiana del piano tangente (si existe) usando un vector normal a la 
superficie S : G(x, y, z ) = 0. Si G es derivable con continuidad en P = (xo, yo, zo) e S y si el gradiente en P es no nulo, los 
vectores tangentes a cada curva en S que pasan por P estan en el piano tangente a esta superficie en P y VG(xo, yo, zo) 
es un vector normal a este piano. 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


VG(x 0 ,yo,zo) 



Asi, una ecuacion del piano tangente en P es 
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ax+by + cz = d con {a, b, c) = VG(xo,yo,zo) y d = VG(xo,y 0 ,zo)- P. 

( Plano Tengente) 

9 Si S tiene ecuacion z = /(x,y) con / diferenciable, el piano tangente en P e S tiene ecuacion cartesiana 

fx(xo,yo){x-xo) + f y (.xo, yo)(y-yo) = z-zo 

9 Si la superficie S tiene ecuacion G(x, y, z) = 0 con G diferenciable, el piano tangente en P e S tiene 
ecuacion cartesiana 

GAP) x + G y (P) y + G Z {P) z = VG(P) • P 


(Vector normal) 

No hay un solo vector normal, aunque todos tienen la misma direccion, el tamano puede variar. 

9 Si S tiene ecuacion z = z(x, y) entonces si ponemos G(x, y, z) = z - z(x, y), un vector normal es 

= ( — Z X i Zy , 1 ) 

9 Si S esta defmida de manera implicita por G(x, y, z) = 0, entonces un vector normal es 

G G 1 

Ni = (G x , G y , G z ) o tambien N 2 = (— -, ~r, 1) = — {G x , G y , G z ) si G z ± 0. 

Gz G z G z 




Ejemplo 3.34 


xy 


Sea S la superficie de ecuacion /(x,y) = — r -, si (x,y) ^ (0,0) y /(0,0) = 0. Aunque f x { 0,0) = / y (0,0) = 0, no 

x z + y z 

hay piano tangente pues la funcion es discontinua en este punto (aunque este defmida). 


* 


Ejemplo 3.35 


Sea S la superficie de ecuacion z = x 2 + 2y 2 . Obtener una ecuacion cartesiana del piano tangente a S en 
P = (1,1,3). 

Solucion: 




3.1 1 Plano tangente y el vector normal. 
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Solucion: Sea G(x,y,z) = x 2 + y 2 + z 2 - 1. Entonces 
VG(x, y, z) = (2x, 2 y, 2z). Por tanto un vector normal es 
IV = G(0, 1, 0) = (0, 2, 0) 


La ecuacion cartesiana del piano tangente a S en P es 
0-x + 2-y + 0-z = 2, es decir y = 1. 


Observe que en este punto, como 
la derivada direccional no existe. 


Vz(x, y) = (- 


x 

’ > 
z 



Ejemplo 3.38 

Consideremos la superficie S de ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = 1. Encuentre los puntos Q = {a, b,c) e S tal que el piano 
tangente en Q sea paralelo al piano 2x - y + 3z = 1. 

Solucion: Q dene tres incognitas as! que necesitamos, en principio, tres ecuaciones. 

O Como Q e S, esto nos da una ecuacion: a 2 + b 2 + c 2 = 1. 

9 Como el piano tangente en Q es paralelo al piano 2x-y+3z = 1, sus vectores normales deben ser paralelos, 
es decir 

VG(Q) = A (2, -1,3) 

esto nos da tres ecuaciones adicionales y una incognita mas, A. 

9 Para encontrar Q solo debemos resolver el sistema 


a 2 + b 2 + c 2 = 1 

VG(Q) - A (2, -1,3) 

es decir, 


Ejercicios 


3.1 1 Plano tangente y el vector normal. 
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a 2 + b 2 + c 2 = 1 

(2a, 2b, 2c) = A (2, —1,3) 


a 2 + b 2 + c 2 = 1 

2a = 2A 
2b = -A 
2c = 3A 


Resolviendo, obtenemos las dos soluciones 

2 1 3 1 , , 

, A = v / 2T7 

kV 7 VU Vl4) 


Q = 


t/7’ ,/u’ ,/TZ 


A = —\/2Jl y Q = 


13 


3.42 Sea /(jc, y) = 4 - x 2 - y 2 la ecuacion de una superficie S. 

a. ) Calcule Dg/(Q) si u - (-2, 1) y Q = (1, 1,2) es un punto en la superficie. 

b. ) Determine el punto P = (a, b,c) e S para el cual la derivada direccional de / en P es \/2 en direccion de 

u = (-2, 1) y y/5 en la direccion de v = (1, 1). 

c. ) Encuentre la ecuacion cartesiana del piano tangente a S en el punto R = (1, -1,2) e S. 

d. ) Determine un vector u para el cual la derivada direccional en R = (1, - 1, 2) e S es maxima y calcule su valor. 

3.43 Sea x 2 + xyz + z 3 = 1 la ecuacion de una superficie S. 

a. ) Calcule D^z(Q) si u = (-2, 1) y Q = (1,2,0) £ S 

b. ) Determine be IR- {0} tal que enP = (1, b,0) e S y Dgz(P) = \/2. 

c. ) Encuentre la ecuacion cartesiana del piano tangente a S en el punto R = (1,-1, 1) £ S. 

d. ) Determine un vector u para el cual la derivada direccional en R = (1, -1, 1) £ S es minima y calcule su valor. 

3.44 Considere la superficie S de ecuacion z 3 + xz + y = 1. P = (1, 1,0) £ S 
a.) Calcule D^z(P) donde u = (1,-2) 
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b. ) iCual es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cual direccion v se 

alcanza? 

c. ) Calcule la ecuacion cartesiana del piano tangente en el punto P 

3.45 Considere la superficie S de ecuacion xyz 2 = 8 z. P = (1, 1,8) e S 

a. ) Calcule D^z{P) donde u = (—5, x/2) 

b. ) iCual es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cual direccion v se 

alcanza? 

c. ) Calcule la ecuacion cartesiana del piano tangente en el punto P 

3.46 Calcule la ecuacion vectorial de la recta normal a la superficie S : x 2 + y 2 + z 2 = 1 en el punto 
P = (1/2, 1/2, H \/2) 

3.47 Considere la superficie S de ecuacion e xz + xy = yz + 1. Sea P = (0, 1,0) e S. 
a.) Calcule la derivada direccional de z en P en la direccion del vector u = (1,2). 


b.) Calcule la ecuacion del piano tangente a S en P. 


3. 1 1 Plano tangente y el vector normal. 
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Introduccion 

Maximos y mlnimos locales en varias va- 
riables. 

Puntos criticos y extremos locales 
Clasificacion de puntos criticos 
Clasificacion de puntos criticos en el caso 
de dos variables. 

Extremos con restricciones: Multiplicado- 
res de Lagrange 

(*) Criterio de clasificacion para puntos cri- 
ticos en 3 variables o mas. 

(*) Extremos globales. Condiciones de 
Kuhn-Tucker. 


4.1 Introduccion 

^Por que, en una variable, un punto critico p es maximo local si f"(p) <0? 

En una variable, los puntos criticos de / son los puntos x = p en los que f'{p) = 0 (o en los que f se indefine). Muchas 
veces se puede clasificar este punto critico con el signo de f"{p). Esto se puede establecer usando polinomios de 
Taylor. Segun el teorema de Taylor, en los alrededores de x = p, 

,, , ,n f in+l H0h n+l 

f{p + h) = f{p) + f\p)h + h +... + - — h+~ con £ entre p y h. 

2 n\ [n + 1)! 

En particular, si x = p es un punto critico de /, 

f" (/) 

fip+h) - f{p) = — - — h 2 con £ entre p y h. 

Si f" es continua y f"[p) i 1 0, entonces hay un entorno alrededor de p donde f" conserva el signo. Si h es 
sufientemente pequeno, p + h esta en este entorno y /"(p), /"(£) yportanto f{p + h) - f{p), tienen todos el mismo 
signo; por esto el signo de f{p + h) - f{p) es el signo de f"(p) si h es suficientemente pequeno. 

Se concluye que si f"{p) > 0 entonces f[p + h ) > f(p) y en x = p f alcanza un mlnimo local y si f"{p) < 0 entonces 
f{p + h) < f{p) yen x = p / alcanza un maximo local. 

Interpretacion geometrica. Observe que le signo de f"{p) ^ 0 decide la concavidad del polinomio de Taylor 

T 2 W = / (p) + f ip) (x - h) + i /" (0 (x - h) 2 . 


Y esta concavidad coincide con la naturaleza del punto critico. 
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Maximos y minimos locales. 




Figura4.1: El signo de f" Ip) se usa para clasificar puntos criticos. 


4.2 Maximos y minimos locales en varias variables. 

Como en calculo en una variable, los extremos locales de una funcion de varias variables son puntos donde la 
funcion alcanza un maximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcion. Si la funcion esta definida 
en una region D, los extremos globales son los puntos donde la funcion toma valores maximos o minimos y esto 
podria suceder en cualquier parte de la region en consideration. Recordemos que un entorno abierto alrededor 
de pe K” de radio 5 eselconjunto Dglp) = {xe R" : ||jc-p|| <5} (discos sin borde en [R 2 y el interior de esferas en R 3 ). 


Definition 4.1 (Extremos locales). 

Sea / funcion de n variables, / : OR” — <■ K. 

/ tiene un maximo local en p = lpi,p2,—,Pn) e R n si existe un entorno abierto Dgip) tal que 
fix 1 ,x 2 ,...,x n ) < flp) para todo (xi,x 2 ,...,x„) £ D s {p). El punto lpi,p 2 ,...,p n ,flp)) se dice un maximo 
local de / y el mimero flp) es el maximo de / en el entorno Dglp). 

f tiene un minimo local en p = lpi,pz,—>Pn) G R n si existe un entorno abierto Dglp) tal que 
fix i,x 2 ,...,x„) > flp) para todo (x 1 ,x 2 ,...,x„) £ D s lp). El punto lpi,p 2 ,...,p n ,f(p)) se dice un minimo 
local de / y el mimero flp) es el minimo de / en el entorno Dglp). 


Maximo local 



Figura 4.2: Maximo y minimo local. 


4.3 Puntos criticos y extremos locales 
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Si las desigualdades de la definition anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de /, entonces / tiene 
un maximo absoluto (o minimo absoluto) en p. 


4.3 Puntos criticos y extremos locales 

Sea / continua. Un punto p e K" es un punto critico de / si Df{p) = 0 (o si Df no esta definida en este punto), es 

df 

decir, si — — = 0, i = 1,2, n. Un punto critico que no es ni maximo ni minimo local se llama punto de silla. 

OXi 

Como en calculo en una variable, los extremos locales son puntos criticos, es decir, en el caso de que / sea diferenciable, 
la derivada de / se anula en los puntos criticos. 


Teorema 4.1 

Sea (/ci n un conjunto abierto y / : U c re" — * K diferenciable, si p e K” es un extremo local de / entonces 
Df[p) = 0, es decir, p es punto critico de /. 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Figura 4.3: En los extremos locales las derivadas parciales 
se anulan 



Figura 4.4: En los puntos de silla las derivadas parciales 
se anulan 


4.4 Clasificacion de puntos criticos 

La formula de Taylor de segundo orden en n variables dice que si / : U Q R” ■ 


si h = {hi,..., h n ) £ K", existe 0 < £ < 1 tal que 


Si definimos D 2 f = 


n df 

h) = f{x) + Y J hi-Y{x) 

i = l O x i 

d 2 f 

d 2 f 

dx\dxi 

dx\ dx n 

d 2 f 

d 2 f 

dx n dx\ 

dx n dx n 


8, es diferenciable en jc e U, entonces 
, , d 2 f 


2 £i dxidxj 


{x + £h). 


n n q2 j? 

, entonces Y V hihi - — - — (jc + $h) = h D 2 f{x + £,h) ■ h T . 

iTiytl J dxidxj 
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Asi, la formula de Taylor de segundo orden se puede escribir como, 

1 


f{x+h) = f{x) + Df{ x) ■ h T + - h- D 2 f{x + £h) ■ h T , 0 < £ < 1. 


La Hesssiana 1 de / en jc es la forma cuadratica - h • D 2 f{ x) ■ h 1 


Evaluando en un punto crltico p, Dfip ) = 0 y la formula de Taylor de segundo orden queda 


f{p + h)-f[p) = h-D 2 f(x + £h)-h T , 0 < £ < 1. 


El signo de la resta f(p + h)~ f{p ) es el signo de h ■ D 2 fix + £,h)- h T . Si las derivadas 


d 2 f 


dxjdx 


son continuas en un 


./ 


vecindario de p, entonces h ■ D 2 /(jc) • h T conserva el signo en un entorno de este punto, as! h ■ D 2 /(jc + %h)-h T tiene 
el mismo signo que h ■ D 2 f[p) ■ h T si h es suficientemente pequeno y por tanto, el signo de h ■ D 2 f{p) ■ h T (siempre y 
cuando no se anule) decide si en p la funcion / alcanza un maximo o un mmimo local. 


Pero h ■ D 2 f{p) ■ h T depende de h. Para establecer si h ■ D 2 f{p ) • h T es positiva o negativa para todos los valores de h 
en un entorno, se usa la teorla de formas cuadraticas. 


Matriz definida positiva y matriz definida negativa. Una forma cuadratica g : K” — * R, g{h) = h- A nxn ■ h T , es 
definida positiva si g(h) > 0 para todo heU n y g(h) = 0 solo si h = 0. Similarmente, g es definida negativa si g(h) < 0 
para todo he R"y g(h) = 0 solo si h = 0. 


Del algebra lineal se sabe que si A = [ajj) nxn , 


D\ — an, D '2 — Det 


( 



flu... 

• ••flln 

a 11 

«12 

,..., D n =Det 



fl 21 

«22 ; 

flnl... 

...a n n j 


, entonces 


9 h ■ A nxn ■ h T es definitiva positiva si Dj > 0 para i = 1,2,..., n 
9 h- A nxn -h T es definitiva negativa si sgn(D,) = (-1)' para i = l,2,...,n 


Test de clasificacion. En varias variables la clasificacion de un punto crltico p se puede establecer si h ■ D 2 f[p) ■ h T 
es definida positiva o definida negativa. Esto se hace calculando Di,D 2 , etc. 


1 En honor a Ludwing Otto Hesse (1811 - 1874). 


4.5 Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables. 
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Teorema 4.2 (Condicion suficiente). 

Sea f :U Q R” — » R de clase C 3 y p e U un punto critico de f.Sih- D 2 f{p) ■ h T es definida positiva, entonces 
p es un minimo relativo de /. Similarmente, si h ■ D 2 f{p) ■ h T es definida negativa, entonces p es un maximo 
relativo de /. 


En la demostracion de este teorema se establece que si h-D 2 f{p)-h T es definida positiva entonces en la formula de 
Taylor obtenemos f{p + h)-f{p)> 0 en un entorno de p, es decir f{p) es un valor minimo local. Similarmente, si 
h ■ D 2 f{p) ■ h T es definida negativa entonces en la formula de Taylor obtenemos f[p + h) — f{p) < 0 en un entorno de 
p, es decir f{p) es un valor maximo local. Si h ■ D 2 f{p) h T no es ni definida positiva ni definida negativa, entonces 
tenemos un punto de silla. 


4.5 Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables. 

De acuerdo a lo que hemos establecido en la seccion anterior, en el caso de dos variables es sencillo determinar si 
h- D 2 f{p) h T es definida positiva o definida negativa. En este caso, 


h-D 2 f{p)-h T = {hi h 2 ) 


fxxip) fxytP ) 
fyx(p) fyy(p) ) 


hi 

h 2 


Si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, las derivadas mixtas son iguales y entonces D, (p) = f xx [p) 
YD 2 

— fxx ip) 'fyyW ~ [fxyip)] 1 - Enestecasoavecesseusa f xx {p) envezde Di y D 2 {p) envezd e D 2 . 


Teorema 4.3 (Condicion suficiente). 

Sea / : R 2 — - R de clase C 3 en un conjunto abierto U de R 2 . Sea D 2 [x,y ) = f xx (x,y) ■ f yy (x,y) - [f xy {x,y)Y . Si 
(xo,yo) e(/es punto critico de /, entonces 

a. ) si D 2 {xo,yo) > 0 y f xx {xo,yo) > 0, entonces / alcanza un minimo local en (xo,yo). 

b. ) si D 2 {xq, yo) > 0 y f x x {xq, yo) < 0, entonces / alcanza un maximo local en (xo, yo). 

c. ) Si D 2 (xo,yo) < 0, entonces (xo,yo,/(xo,yo)) es u punto de silla. 


El teorema solo da condiciones suficientes: No nos dice algo si D 2 {xo,yo) = 0. En este caso se podriausar otros metodos 
para clasificar. En este test, se puede usar f yy en vez de f xx pues si r> 2 (xo, yo) > 0, ambas tienen el mismo signo. 
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Maximos y minimos locales. 


Ejemplo 4.1 


Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcion f(x, y) = x 4 + y 4 


2x 2 +4xy-2y 2 . 


Solucion: 


df 


Puntos criticos: < 


dx 

df 

dy 


0 

0 


4x 3 + 4y - 4x = 0 

4y 3 — 4y + 4x = 0 (E2) 


Sumando miembro a miembro obtenemos x 3 + y 3 = 0 => x = -y. Ahora sustituimos en la ecuacion (E2), queda 
4 x 3 - 4 x - 4 x = 0 => x(x 2 - 2) = 0; con lo cual obtenemos los puntos criticos (0,0), (y/2, -y/2), (-y/2, y/2). 


Clasificacion. D 2 (x, y) = (12x 2 -4)(12y 2 -4) - (4) 2 


U 0 ,y 0 ) 

Di = f xx (x 0 ,y 0 ) 

D 2 - D2(xo,yo) 

Clasificacion 

(0,0) 

-4 

0 

Criterio no decide. 

(y/2, -y/2) 

20 

384 

[y/2, - y/2, -8) es minimo local. 

i-V2, y/2) 

20 

384 

(-y/2, y/2, -8) es minimo local. 


La representation grafica de / se muestra en al figura. Aunque £>2(0,0) = 0 y el 
criterio no proporciona informacion, la grafica a la derecha nos indica que se trata 
de un punto de silla. 



* 


Ejemplo 4.2 



Solucion: Como z = [ 2- x/3 - 2y/3) , el volumen de la caja es V = xy (2- x/3 - 2y/3) . 



4.5 Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables. 
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Puntos criticos. Nos interesa solo x > 0 y y > 0. Entonces, 


0 

II 


2 y 

(— 3 + x + y) — 0 

3 




Vy = 0 


-^■(-6 + x + 4y) = 0 


-3+x+y 
-6+X+4 y 


0 

0 


x = 2, y- 1. 


Clasificacion. D 2 = D 2 (x,y) = V xx V y 


-(x + 2y — 3) 


Asi D 2 (2, 1) = 4/3 > 0 y Di = 


2 _ 2y 4x 
Wyy xy “ 3 ' 3 

V xx (2, 1) = -2/3 < 0. Esto nos dice que el volumen es maximo cuando las dimensiones de la caja son x = 2, y = 1 
2 4 o 

y z = - . Por otro lado, el volumen maximo es - ul . 

3 3 3 


Ejemplo 4.3 

Sea f{x, y) = 6xy - 2x 2 y - 3xy 2 . Calcule y clasifique los puntos criticos de /. 
Solucion Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema V/ = (0,0), 


O 

II 

^1 X 

fO |<0 


6y-4xy-3y 2 = 0 

df 

yr = 0 
dy 

=> < 

=> < 


6x-2x 2 -6xy = 0 


y(6-4x-3y) 
6x-2x 2 -6xy 


0 ==> y = 0 o y = 


6 — 4x 


0 (E2) 


9 Si y = 0 , al sustituir en la ecuacion (E2) obtenemos los puntos criticos (0, 0), (3, 0). 


6-4x 

9 Si y = — - — , al sustituir en la ecuacion (E2) obtenemos los puntos criticos (0,2), 


2 ) 

‘•3 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Clasificacion. D 2 (x, y) = (-4y)(-6x)- [6-4x-6y] 2 


Uo,yo) 

Di = f xx (xo,yo) 

D 2 = D 2 (x 0 ,yo) 

Clasificacion 

(0,0) 

0 

-36 

(0, 0, 0) es punto de silla 

(3,0) 

0 

-36 

(3,0,0) es punto de silla 

(0,2) 

-8 

-36 

(0,2,0) es punto de silla 

(1,2/3) 

-8/3 

12 

(1,2/3, 4/3) es maximo local. 
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Maximos y minimos locales. 


Ejemplo 4.4 

Sea z = yxe~ x + y 2 . Calcule y clasifique los puntos criticos de z. 

Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0), 


dz 


dx ~ ° 

0 

II 

H 

X 

1 

0 

1 

X 

1 

0 

=> < 

=> 1 

dz 

3y = ° 

® _x x + 2y = 0 


y(l-x) 
® _x x + 2y 


I caso. Si y = 0, sustituimos en (E2) y obtenemos x = 0. 


II caso Si x = 1 sustituimos en (E2) y obtenemos y = . 

2 ® 

Clasificacion. D 2 (x, y) = 2y« _x (x-2) - (® -x -® _x x) 2 


0 => y = 0 o x= 1 
0 (E2) 


(x 0 ,yo) 

D] = /xx(x 0 ,yo) 

D 2 - D 2 (xo,yo) 

Clasificacion 

(0,0) 

0 

-1 <0 

(0, 0, 0) es punto de silla 

K) 

1 

^ >0 

2« 2 

1 

^>0 

® z 

(l,-l/2e, -l/4e 2 ) es mfnimo local 


Ejemplo 4.5 

Sea z = x 2 y 2 - x — y. Calcule y clasifique los puntos criticos de z. 

Solucion: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0), 


dz 

dx ~ ° 


2xy 2 - 1 = 0 

(El) 

dz 

.dy “ ° 


2x 2 y- 1 = 0 

(E2) 


1 


2y 2 


' 3 /i 3/1 


Como y = 0 no es solucion, podemos despejar x = — ^ de (El). Ahora sustituimos en (E2) y obtenemos y = 3 
Entonces tenemos el punto critico 

V 2 V 2 

Clasificacion. D 2 (x, y) = 2y 2 -2x 2 - (4xy) 2 


(x 0 ,yo) 

£>t = fxx(xo,yo) 

D 2 - D 2 (x 0 ,y 0 ) 

Clasificacion 


to 

l-ii 

T) 



fl 

-3^4 <0 




/T 3 

2’ 2V2) 

es punto de silla 



Ejercicios 


4.5 Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables. 
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Ejemplo 4.6 


Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcion 
/(x,y) — x 2 . 

Solucion: Primero calculamos los puntos criticos 



fx = 2x = 0 

fy = 0 = 0 

El sistema tiene infinitas soluciones de la forma (0, y). Asi que tenemos un numero infinito de puntos criticos. 
Dz (x, y) = (2) ( 0 ) - ( 0) 2 = 0 asi que este criterio no da information aunque, de acuerdo a la grafica , se trata de 
puntos donde / alcanza minimos locales. 


14 


4. 1 Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcion /(x, y) = x 4 + y 4 - 4xy + 1 . 

4.2 Determine y clasifique los puntos criticos de /(x, y) = x 3 + 3xy 2 - 3x 2 - 3y 2 + 4. 

a b 

4 .3 Sea z - xy+ — + - la ecuacion de una superficie (con ay b constantes). Si P = (1,2) es un punto critico de 

x y 

z f determine si en P la funcion alcanza un maximo relativo, un minimo relativo o un punto de silla. 

4.4 Calcular y clasificar los puntos criticos de z = 4x 2 - xy + y 2 . 

4.5 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = (x 2 - y 2 )e _A “ . 

4.6 Hallar el punto del paraboloide z = x 2 + y 2 + 2 mas cercano del punto P = (2,2,2) . 

4.7 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = 4xy - 2x 2 - y 4 

4.8 Cuales deben ser las dimensiones de un envase de forma rectangular, volumen de 512 cm 3 y costo minimo, 
si el material de los lados de la caja cuestan 10 colones el centimetro cuadrado y el material de la tapa y el fondo 
cuestan 20 colones el centimetro cuadrado. 

4.9 Calcule el volumen de la caja de base rectangular mas grande, que tenga caras en los pianos 
x = 0, y = 0, z - 0, en el primer octante, y un vertice en el piano x + 2y + 3z = 6 (haga un dibujo). 

x y z 

4. 1 0 Resuelva el ejercicio anterior si el piano tiene ecuacion — + — + - = 1, con a, b, c numeros positivos. 

a b c 
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Maximos y minimos locales. 


4. 1 1 Encuentre las dimensiones da la caja rectangular de maximo volumen, si el area de su superficie total debe 
ser de 64cm 2 


4.6 Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange 

Supongase que queremos hallar los maximos y los minimos relativos de z = /(x, y) sujeto a la restriction g(x, y ) = 0. 
Esto significa que la funcion /(x, y) solo podra ser evaluada en los puntos (x, y) que esten en la curva de nivel g(x, y) = 0, 
es decir /(x, y) esta restringida (o sujeta) a g(x, y) = 0. Una manera de resolver este problema se puede obtener con un 
analisis geometrico de la situation (figura 4.5). En las cercanlas de un maximo local, nos desplazamos sobre g en la 
direccion de crecimiento de /, hasta el punto mas profundo que puede alcanzarse sobre g en esta direccion. Este 
punto podria ser el maximo local con restricciones que andamos buscando. Digamos que es P = [a, b, c ). Para poder 
determinar este punto con una ecuacion, podemos pensar que viajamos a “este punto mas profundo” atravesando 
curvas de nivel, entonces la “ultima” curva de nivel deberia ser una curva de nivel z = c tangente a g en P (si P no 
es un punto terminal de g) . Que estas curvas sean tangentes significa que sus gradientes son paralelos, es decir, 
Vz(a, b) = A Vg(a, b.) Esta es la ecuacion que usamos para determinar P. 

El analisis es similar para determinar un minimo local con restricciones: En las cercanias de un minim local, nos 
desplazamos sobre g en la direccion de decrecimiento hasta el punto mas profundo que podamos alcanzar. 

En resumen, para que [a, b, c) sea un extremo de / sujeto a la condicion g(x, y) = 0, es necesario que se cumpla 
Vz(a, b) = A Vg(a, b) y con Vg(a, b) ^ (0,0). La condicion es necesaria pero no suficiente. 


Esto nos dice que las soluciones del sistema Vz(x, y) - AVg(x, y) = 0 nos dan posibles extremos locales. 
Los extremos de z = /(x, y) restringida a g(x, y) = 0 son los extremos de la funcion 


L(x, y, A) = /(x,y)-Ag(x,y) 


A A se le llama multiplicador (de Lagrange). Observe que A podria ser cero. Esto pasa por ejemplo cuando un extremo 
local con restricciones coincide con un extremo local (sin restricciones). Sin embargo si se requiere que Vg(a, b) ^ (0, 0). 


4.6 Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange 
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Metodo de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion: 

9 Para minimizar o maximizar /(x \,X2,—,x n ) sujeta a la condition g(x i,x 2 ,...,x n ) = 0 , minimice o maximice 
L(xi,yi,...,x n ,A) = f(xi,X 2 ,...,x„)-Ag(xi,x 2 ,...,x„l 

Para hallar los puntos criticos de L[x\, y\, x n , A) se debe resolver el sistema 


< ' • 

L x = 0 

g(Xi,X 2 ,...,Xn) = 0 

9 Criterio de clasificacion. Para determinar si los puntos criticos son maximos, minimos o no son ni maximos ni 
mmimos, se podria recurrir a al criterio de la Hessiana orlada (ver mas adelante). Sin embargo, en los problemas 
que siguen, los puntos criticos se pueden clasificar de manera directa (usando la geometria del problema o una 
comparacion). 


Ejemplo 4.7 

Minimizar z = x 2 + y 2 sujeto ax- y = 0. 
Solucion: Sea L{x,y, X) = x 2 + y 2 -A(x-y). 
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Maximos y minimos locales. 


L x = 0 
Ly ~ 0 
Lx = 0 



2x — A 
2y + A 


x-y 


0 

0 

0 (E3) 


Sustituyendo x = A/2 y y = -A/2 en (£3) obtenemos A = 0 y, por tanto, x = 0, y = 0. 

En este caso, A = 0 indica que el mmimo con restricciones coincide con un minimo local de z. 


Ejemplo 4.8 

Determine tres numeros reales positivos x, y, z cuya suma sea 10 y su producto maximo. 
Solucion: Hay que maximizar el producto P = xyz sujeto a la restriccion x + y + z= 10. 


Sea I(x, y, A) = xyz- A(x + y + z- 10). 

Ex =0 


^ y 
L z 


= 0 

= 0 


g(x,y,z ) = 0 


yz-A 


= 0 


xz-A = 0 

xy-A =0 

x + y + z- 10 = 0 (E4) 


Despejando A obtenemos 


yz = xz y xz = xy. 

Como x, y y z son, en este caso, positivos; podemos cancelar y entonces x = y = z. Sustituyendo en (E4) nos 

, , • 10 

queda 3x - 10 = 0, es decir, x = y = z = — * 


4.6 Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange 
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Ejemplo 4.9 

Encontrar el maximo y el minimo de fix, y) = x 2 + y 2 sujeto a x 4 + y 4 = 1 
Solucion: La lagrangiana es L{x, y, A) = x 2 + y 2 - A(x 4 + y 4 - 1) 


9 Puntos criticos: 

L x = 2x-A4x 3 = 0 


2x(l-2Ax 2 ) = 0 

2y(l-2Ay 2 ) = 0 

-x 4 - y 4 + 1 = 0 (E3) 


L y = 2y — A4y d =0 => 

L a = -x 4 - y 4 + 1 = 0 (E3) 

Casos para anular las tres ecuaciones: 

9 Caso -x = 0yy = 0. A1 sustituir en (E3) obtenemos 1 = 0. No obtenemos puntos criticos. 

9 Caso r = 0 y 1 — 2Ay 2 = 0. A1 sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (0, + 1) y A = 1/2. 
9 Caso y = 0 y 1 -2Ax 2 = 0. A1 sustituir en (E3) obtenemos los puntos criticos (±1,0) y A = 1/2. 


9 Caso 1 -2Ay 2 - 0 y 1 -2Ax z = 0. Elevando al cuadrado obtenemos 4A z y 4 - 1 y 4A z x 4 = 1. Multiplicando 


v-2 - 


2, ,4 _ 


)2 V 4_ 


(E3) por 4A 2 a ambos lados y sustituyendo, obtenemos los cuatro puntos criticos 


/±1 +1 


y A 2 = 1/2. 


Para clasificar los puntos de manera “empirica”, podemos evaluar en la funcion / . Para visualizar la situacion, 
dibujamos la curva de interseccion entre la superficie z = x 2 + y 2 y la superficie generada por la curva x 4 + y 4 = 1. 




(+1 ±1 2 

asi, tenemos cuatro puntos maximos relativos, — , — y cuatro puntos minimos relativos, 

V v2 v2 V2J 

(0,+l,l), (+1,0,1) 
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Maximos y minimos locales. 


* 


Ejemplo 4.10 


Calcule el valor mlnimo de la funcion /(x, y) = x 2 + (y - 2) 2 si (x, y) son puntos de la hiperbola x 2 - y 2 = 1. 
Solucion: . El problema es minimizar la funcion objetivo /(x,y ) = x 2 +(y-2) 2 sujeto a la restriction x 2 -y 2 -l = 0. 
La lagrangiana es L(x, y, A) = x 2 + (y - 2) 2 - A(x 2 — y 2 — 1) 

9 Puntos crlticos: Debemos resolver el sistema VL = 0, es decir, 

L x = 2x — 2Ax = 0 2x(l — A) = 0 (El) 

(y- 2) + 2Ay = 0 (E2) 

= 0 (E3) 


L y = 2(y-2) + 2Ay = 0 


Lx = x 2 - y 2 - 1 


= 0 


x 2 - y 2 - 1 


De (El) vemos que tenemos dos casos, x = 0 y A = 1. 

El caso x = 0 no es solucion pues no satisface (E3). 

El caso A = 1 lo sustituimos en (E2) y obtenemos y = 1 y este valor de y lo sustituimos en (E3) y obtenemos 
x = ±\/2. Este procedimiento nos garantiza que todas las ecuaciones se anularon y que son la solucion del 
sistema. 


Los puntos crlticos son (l,\/2) y (l,-\/2). Para 
determinar de manera emplrica el mlnimo, evalua- 
mos estos puntos en /. 

/( l,\/2)=3 

/( l,-y/2)=3 

En este caso, los dos puntos (1, -s/2, 3) y (1, — \/2, 3) 
son minimos locales. 



■2 i („ _ n\2 


Nota acerca de las hipotesis El metodo de multiplicadores de Lagrange requiere, entre otras cosas, que Vg no se 
anule en los puntos crlticos. 

Por ejemplo, si consideramos el problema de minimizar la distancia de la curva (x- 1) 3 - y 2 = 0 al origen, la lagrangiana 
seria L(x, y, A) = x 2 + y 2 - A[(x - l) 3 - y 2 ] y debemos resolver el sistema 


4.6 Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange 
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2x-3A(x- 1) 2 = 0 (El) 
< 2y + 2yA = 0 (E2) 

(x- l) 3 -y 2 - 0 (E3) 


Factorizando en (E2) obtenemos y = 0 y A = -1. Sustituyendo y = 0 en (E3) nos da x = 1, pero este valor no es 
solucion pues no satisface (El). Sustituyendo A = - 1 en (El) nos da la cuadratica 3x 2 - 4x + 3 = 0 que tiene ralces 
complejas, as! que el sistema no tiene soluciones en K. 

Sin embargo, el grafico nos muestra que la solucion es (1,0). 



Figura4.7: La distancia de la curva (x- l) 3 -y 2 = 0 a I origen se minimiza six=lyy=0, pero (1,0) no es punto critico. El metodo 
de multiplicadores de Lagrange requiere que Vg(l,0) / 0 pero esto no ocurre. 


El problema esta en que Vg(l,0) = (0,0) mientras que V/(1,0) = 1 as! que no se da que V/(1,0) = AVg(l,0). Que Vg 
no se anule se requiere en la demostracion del teorema de Lagrange pues se usa derivation implicita. 

Determinar extremos absolutos. Si el conjunto de puntos A g donde la restriction g se anula, es cerrado y acotado y si 
/ es continua entonces si hay extremos absolutos en A g . Formalmente uno obtiene los valores de la funcion en los 
puntos criticos y los compara con los valores de la funcion en la frontera de A g y as! obtiene los extremos absolutos. 

Los puntos criticos los detectamos usando el metodo de multiplicadores de Lagrange, pero tambien a veces hay 
extremos excepcionales en Ag en los que el gradiente de / o el de g se indefinen o puntos donde el gradiente de g se 
anula como el ejempllo anterior. 


Ejercicios 
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Maximos y minimos locales. 



4.12 Se quiere construir un cilindro circular recto con 
fondo pero sin tapa (ver figura). Si se dispone de 48n cm 2 
de lata para construirlo; use multiplicadores de Lagrange 
para determinar las dimensiones del cilindro de tal 
manera que su volumen sea maximo. 



4.13 Considere la superficie S de ecuacion xy 2 z = 32. 

a. ) Si (x, y, z) e S entonces x^O, y^Oyz^O, ^Porque? 

b. ) Use multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos Q = (x, y,z) e S que estan mas cerca del origen 

0 = ( 0 , 0 , 0 ). 


4.14 Se desea construir un tanque para almacenar 
agua caliente en un cilindro con un tope esferico (media 
esfera). 

El tanque se debe disenar de tal manera que puede 
almacenar 300m 3 de liquido. Determinar la altura total y 
el diametro del tanque de tal manera que la perdida de 
calor en la superficie sea minima. (La perdida de calor en 
la superficie sera minima si su area es minima). 



4.15 La densidad de una superficie metalica esferica de ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = 4 esta dada por p = 2 + xz + y 2 . 
Encuentre los puntos donde la densidad es mayor y menor. 

4.16 Obtener el maximo de /(x, y) = 9 -x 2 -y 2 sujetaax + y = 3 

4.17 Sean k una constante positivay C(r,h) = 2kr 2 + 2.5{2krh) con r,h > 0. Minimizar C(r, h) sujeta ala 
restriccion kr 2 h = 1000. 

4.18 Calcule los puntos criticos de z = x 2 y 2 sujeta ala condicion x 2 + y 2 = 1. 

4. 1 9 Calcule el valor minimo de la funcion /(x, y) = x 2 + (y - 2) 2 si (x, y) son puntos de la hiperbola x 2 - y 2 = 1 . 



4.7 (*) Criterio de clasificacion para puntos cnticos en 3 variables o mas. 
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4.7 (*) Criterio de clasificacion para puntos crfticos en 3 variables o mas. 

En problemas de extremos sin restricciones solo presentamos el criterio de clasificacion para dos variables. Ahora 
vamos a presentar el caso general. Como antes, este criterio de clasificacion no siempre funciona y se debe recurrir a 
otras tecnicas. 

Tambien presentamos un criterio de clasificacion par el caso de problemas de optimization con restricciones. 

Formas cuadraticas. 

La forma cuadrdtica general, con n variables, es 
F(X i,X2,...,X„) = aux\ + d22x\ + --- + a nn Xn 

+ 2 .& 12 X 1 X 2 + 2 Q 13 X 1 X 3 + • • • + 2.ci\ n X\X n 

+ 2a23X2X 3 + 2a 2 4X2X 4 H \-2d2nX2X n 

+ 2d( n -i) n X( n -i)X n 

En particular, para dos y tres variables tendriamos: 

F[x,y) = dx 2 + 2bxy + cy 2 y F{x,y,z) = dx 2 + by 2 + cz 2 + 2d\xy + 2d2xz + 2d^yz 

Forma matricial 

9 Siponemos 2dijX\ xj = a/yx/xy + djiXjXi con = dji, entonces F(x i,x 2 ,...,x„) se puede reescribir asi 

F(Xi,X 2 ,...,X„) = dux\ + di 2 XiX 2 + --- + di n XiX n 

+ d 2 \X 2 Xi + d 22 X2 + --- + d 2n X 2 X n 

2 

+ CLyi\XfiX 1 + CL n 2XyiX2 + * * • + Clnn^n 

Entonces, la forma F{x i,X 2 , x n ) se puede escribir matricialmente asi: 

F(xi,x 2 ,...,x„) = (Xi,x 2 x n )A{xi,x 2 ,...x n ) T = XAX T 


donde A = [djj) nxn . Observe que A es simetrica. 
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Ejemplo 4.11 

Sea F{x,y,z) = x 2 + 4xy + 2xz-7y 2 -6yz + 5z 2 , entonces 


( 1 2 1 ^ 


F{x,y,z) = (x, y, z) 


2 -7 -3 
1 -3 5 


(x, y, z) J 




formas definidas positivas y definidas negativas. El estudio algebraico de las formas cuadraticas esta centrado, en 
determinar si una forma tiene siempre el mismo signo, i.e., si la forma es positiva o negativa 


Definicion 4.2 

F{x\, X2, — , Xn) se dice definida positiva si F(x i,X 2 ,--- ,x„) > 0, Vxi,X 2 ,...,x„, no todos iguales a cero. 
F{x\,X 2 ,--- ,x n ) se dice definida negativa si F(xi,X 2 ,--- ,x„) < 0, Vxi,X 2 ,...,x„, no todos iguales a cero. 


Teorema 4.4 

F(x,y) = ax 2 + 2bxy + cy 2 > 0, Vx,y, no todos iguales a cero, si y solo si 


a>0 y DET 


a b ' 


>0 


b c 

V / 

F(x,y) = ax 2 + 2bxy + cy 2 < 0, Vx,y, no todos iguales a cero, si y solo si 


a<0 y DET 


a b 
b c 


>0 


Este teorema se puede probar completando cuadrados: F{x, y) = a 


todos iguales a cero, si y solo si a > 0 y 


ac-b 2 


b \ 2 ac-b 2 
x+— y H 

U j 


-y 2 , asi, F{x,y) > 0, Vx,y no 


y 2 > 0, o sea, a > 0 y ac-b 2 > 0. 


Generalizacion. Para establecer la generalizacion de este teorema a n variables, necesitamos las siguientes definicio- 
nes: 


9 Sea D n = |7l| es decir: 


4.7 (*) Criterio de clasificacion para puntos cnticos en 3 variables o mas. 
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an 

d\ 2 ' 

a\ n 

Dn — 

d 2 l 

«22 ' 

d 2 n 


d-nl 

dn2 

dnn 


O Sea Dj definido de la siguiente manera: 



an 

d\2 ■ 

• d] j 

Dj = 

d 2 l 

d 22 ■ 

■ d 2 i 


dn 

di2 ■ 

dii 


Los Di son los menores principales de D n . 

Teorema 4.5 

F{x i,X2,---,x n ) es definida positiva si D\ > 0, D 2 > 0, •••, D n > 0 

F{x 1 , JC 2 , • • • , x n ) es definida negativa si Dj > 0 para i par, y D; < 0 para i impar. 


Sea F{x,y,z) = 2x 2 -4xy + 4xz + 6y 2 -4yz + 8z 2 . F es definida positiva, pues 



= 48 > 0, D 2 = 


2 -2 

-2 6 


= 8 > 0, Di = 2 > 0 


Formas cuadraticas con restricciones lineales. 

Supongamos que F(x\,x 2 ,---,x n ) esta restringida a que sus variables cumplan la relacion lineal 

a\X\ + a 2 x 2 H H a n x n = 0 . ‘Orlando’ los determinantes Dj obtenemos los nuevos determinantes D i : 
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9 Sea D,, i > 2 , definido de la siguiente manera: 



' 0 


OC 2 • 

■ OCi 


a 1 

an 

«12 • 

0\i 

Dj = DET 

a 2 

«21 

an • 

' O 2 i 


K at 

®nl 


on 



' 0 

aq 

a 2 ■ 

• O n 


Cti 

flu 

0\2 • 

0\n 

D n =DET 





a 2 

021 

022 ■ 

O211 


^ On 

Onl 

On2 

Onn 


A Dj se le llama determinante orlado. 


Teorema 4.6 

F{x \,X2, ■■■ ,x n ), restringida a que sus variables cumplan la relacion lineal a\X\ + (X2X2 H — o n x n - 0 , es deflnida 
positiva si D2 < 0 , D3 < 0 , • • • , D„ < 0 

F{x 1, X2, ,x n ), restringida a que sus variables cumplan la relacion lineal aqxi + 0:2X2 H — cc n x n - 0 , es deflnida 

negativa si D, > 0 para i > 2 , par; y D ; < 0 para i impar. 


Ejemplo 4.13 


La forma cuadratica f{x, y, z) = x 2 - y 2 - lz 2 + xy, sujeta a la relacion lineal x + y + 2 z = 0 , es deflnida negativa, 
pues 


Ejercicios 


4.7 (*) Criterio de clasificacion para puntos cnticos en 3 variables o mas. 
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0 

1 

1 

1 

2 


0 

1 

1 



1 

1 

0 




1 

2 

-1 

D 3 = 

1 

1 

2 

2 

-1 

0 

= — 2 < 0, D 2 = 

1 

1 

1 

1 


2 

0 

0 

-7 



2 
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4.20 Verifique que F{x, y ) = 4 xy - 2x 2 - 3 y 2 , es definida negativa. 

4.2 1 Verifique que F{x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 - yz, es definida positiva. 

4.22 Verifique que la forma F{x, y) = x 2 + y 2 + 3 xy, restringida a que sus variables cumplan la relacion lineal 
2x + y = 0, es definida negativa. 

4.23 ^Es F(x, y) = x 2 + y 2 + 3 xy, definida negativa? 

4.24 Verifique que la forma F{x, y, z) = -x 2 - y 2 - z 2 + xy + yz + xz, restringida a que sus variables cumplan la 
relacion lineal x + y + z = 0, es definida negativa. 


Clasificacion de puntos cnticos. 

Recordemos la definicion de extremos locales. 

Definicion 4.3 

Un punto P se dice mfnimo local de f(x i,X 2 , ..., x n ) si existe un vecindario Vp alrededor de P en que se cumple 
qu ef{P)<f(Q), MQeVp . 

Un punto P se dice maximo local de f{x\, X 2 , ■■■, x n ) si existe un vecindario Vp alrededor de P en que se cumple 
que f[P) > /(Q), V Q e Vp . 

Un punto P se dice punto de ensilladura (o de silla) de f(xi,x 2 , x n ) si existe un vecindario Vp alrededor de P 
en que se cumple tanto f{P) < f{Q ) como f{P) > f{R) , para distintos puntos Q, R de Vp. 


Criterio para maximos y minimos El teorema de Taylor se puede generalizar a varias variables asf: 

Sea V un conjunto convexo abierto. Si / es continua y tiene derivadas parciales continuas de segundo orden, sobre V, 
entonces existe t e [0, 1] tal que, para cualesquiera dos puntos P, Q e V; Q = P + h 
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/(P + h) = /(P) + V/(P) • h + - h H[tQ + (1 - f)P] h 1 


donde h = [hi, fi 2 ,..., h n ) 



' f XlXl (R) 

fxix 2 (-R) • 

- fx lXn (R) 1 

H es llamada matriz Hessiana, f/[P] = DET 

fx 2Xl (R) 

fx 2 x 2 (R) • 

fx 2 x n (R) 


< fx„X\ (R) 

fx„x 2 C R) 

fx n X n iR) ) 


Del teorema de Taylor y de la teorfa previa de formas cuadraticas, podemos obtener las siguientes condiciones 
suficientes para un maximo o un minimo local. 


Teorema 4.7 

Sea Di(P), D 2 (P), ...,D n {P), n determinantes definidos como sigue: 



' fx lXl {P ) 

/x,x 2 (P) • 

• /x,x,.(P) ' 

D t {P) = DET 

fx 2Xl (P ) 

/x 2 x 2 (P) • 

• fx 2Xi (P) 


, /x,x, (P) 

fx iX2 (P) • 

■ fx iXi tP ) . 


Entonces, 

• / alcanza un un mmimo en P si D\ (P) > 0, D 2 (P) > 0, ..., D n (P) > 0 

• / alcanza un un maximo en P si todos los determinantes pares son positivos y todos los determinantes 
impares son negativos, i. e., D;(P) > 0 si i es par D, (P) < 0 si i es impar 

• Si ninguna de estas condiciones es satisfecha, entonces en P podria haber o no haber un extremo local. 


Ejemplo 4.14 

Encontrar los extremos de f[x,y,z) = x 2 + 3y 2 + 4z 2 -2xy-2yz + 2xz 

Solucion: 


4.7 (*) Criterio de clasificacion para puntos criticos en 3 variables o mas. 
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9 Puntos criticos: Resolvemos el sistema < 


fx= x-y + z = 0 

f y = -x + 3y-z = 0 
fz= x- y + 4z = 0 


asi, el unico punto critico es P = (0,0,0). 

9 Test: Como tenemos una funcion de tres variables, calculamos D\ (P) , D2 (P) y D3 (P) 


= 48 > 0 



' fxx(P) fxy (P ) fxz(P) 1 


(2-2 2 1 

D 3 (P) = DET 

fyx (P) /yy(P) /yz(P) 

= DET 

-2 6 -2 


, fzxtP ) fzy (P) /zz(P) ; 


,2-2 8 , 


D 2 (P) = DET 


2 -2 

-2 6 


= 8 > 0, D\ (P) = / x x(P) = 2 > 0 


7 


por lo tanto en P = (0, 0, 0) / alcanza un mmimo local. 


Ejemplo 4.15 

Calcule y clasifique los puntos criticos de /(x, y, z) = x 2 -y 2 - zy. 

Solucion: 

9 Puntos criticos: Resolvemos el sistema 


fx - 

2x 

II 

<• 

-2y-z 

- 

-y 


asi, el unico punto critico es P = (0,0,0). 


9 Test: Como tenemos una funcion de tres variables, calculamos D\ (P), D 2 (P) y D 2 (P) 
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' fxx(P) fxyiP) fxziP) ' 


2 0 0 1 

D 3 (P) = DET 

fyxiP) fyyiP ) fyz(P) 

= DET 

0 -2 -1 


< fzxiP) fzy(P) fzz(P) J 


,0-1 0 , 


= —2 < 0 


D 2 (P) = DET 


2 0 

0 -2 


= —4 < 0, D\ CP) = / x x(P) = 2 > 0 




Clasificacion de puntos crfticos para problemas con restricciones. 

Consideremos el problema 

“Optimizarla funcion objetivo: f[xi,x 2 ,—,x n ) sujeta a la restriccion: g(xi,X2,...,x„) = c 
La funcion lagrangiana sera: 


L{Xi,...,X n , Ai) = /(Xl,...,X„)-A(C-g(Xl,...,X„)) 

Asl, los puntos crlticos se obtienen resolviendo el sistema (condiciones de primer orden) 


Lx i 

o 

n 

be 

1 

<4 

ii 

— -N 

••• ^ 

* 

... ii 

i 

$ 

ii 

. . . o 

L x 

II 

**> 

3 

2? 

3 

II 

o 

. L a 

= g(xi,x 2 ,...,x w ) = 0 


El criterio que se usara para clasificar los puntos crlticos difiere del criterio que se usa en el problema de optimization 
sin restricciones. 


Teorema 4.8 

Consideremos el hessiano orlado 


4.7 (*) Criterio de clasificacion para puntos cnticos en 3 variables o mas. 
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0 

gx, (P) 

gx 2 (P) • 

" gxJP) 


g Xl (P) 

L XlXl {P) 

l XiX2 (P) • 

•• fxiX n (P) 

D „(P) = 

gx 2 {P) 

L X2Xl (P) 

l X2X2 {P) ■ 

' ' Lx 2 x„ (P) 


gx n ^P) 

L Xn x i (T 3 ) 

L XnX2 [P) • 

' ' L Xn x„ (P) 

y sus menores principales 




0 

gx, (P) 

gx 2 (P) •• 

■ gxSP) 


gx, (P) 

L XlXl (P) 

L XiX2 (P) ■■ 

■ L XlXi (P) 

D dP) = 

gx 2 (P) 

L X2Xl (P ) 

l X2X2 {P) ■■ 

■ L X2Xi (P) 


gx,{P ) 

Ix,x, (P) 

L XiX2 {P ) •• 

■ L XiXi (P) 


Entonces, si P es un punto critico de / sujeto a la restriccion g(xi,...,x„) = c, se tiene 

• En P f alcanza un minimo local si D 2 CP) < 0, D^iP) < 0, ... ,D n (P ) < 0 

• En P f alcanza un maximo local si todos los determinantes pares son positivos y todos los determinantes 
impares son negativos, i. e., 

D, (P) > 0 si i > 2, es par 

D, (P) < 0 si i es impar 

En el anterior teorema, no aparece Di . Este siempre es negativo. 

Cuando aparece mas de una restriccion, se debe considerar un hessiano con mas de una orla: 

Si hay n variables y m restricciones (m < n) de la forma g l (xi, ..., x n ) = ci entonces la lagrangiana sera 

m 

L = f{xi, x n ) + Y, h [c« - g l ixi,..., Xn)] 

i= 1 


y el hessiano orlado sera: 
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00 0 


gl 

g\ 

gn 

00 ••• 0 


g T 

g? ■ 

.. P m 
on 

g}gf- 

g[ n 

Lx 1X1 

Lx ! X 2 

■ ■ L x lXn 

gn si ••• 

m 

on 

Lx n x 1 

Lx n X 2 ' 

■ ■ L XnXn 


Ejemplo 4.16 

Hallar los extremos de z = x 2 + y 2 sujeto a la restriction x + Ay = 2. 
Solucion : La funcion lagrangiana es x 2 + y 2 - A (2 - x - 4y) . 


Puntos criticos: < 


L x - 2x-A = 0 
L y = 2y-4A = 0 

L% = 2- x-4y = 0 


A= — x — — v= — 

/t 17 > ^ 17 » / 17* 


Asl, el unico punto crltico es: P = {j=, 


Test: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el hessiano orlado 
D 2 


D 2 (P) = 


0 1 4 

1 2 0 
4 0 2 


= -34 < 0 


asi que es un minimo local. 


* 


Ejemplo 4.17 


Maximizar f{x, y) = 2y - x sujeto a y = senx, 0 < x < 2n 
Solucion: F{x,y, A) = 2y-x-A(y-senx) 

Puntos criticos: 


Ejercicios 


4.8 (*) Extremos globales. Condiciones de Kuhn-Tucker. 
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F x = — 1 + A cos x = 0 

< F y = 2-A = 0 => A = 2, cosx= \ o sea, x = |, x= 

F* = -y + senx = 0 

Asi los puntos criticos son: Pi = (§> ^r) y P 2 = (^p, 

Test: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el hessiano orlado 
D 2 


d 2 


f 0 
-cosx 


-cosx 1 
0 0 

0 0 , 


asi que D 2 (Pi) = D 2 (P 2 ) = 0 y, en este caso, el criterio no da information. 



En los siguentes ejercicios, la clasificacion de los puntos criticos puede hacerse usando el criterio del Hessiano 
orlado o haciendo una curva (si se pudiera). 

4.25 Obtener el maximo de /(x, y) - 9 - x 2 - y 2 sujeta a x + y - 3 

4.26 Minimizar C(r, h) = 2kr 2 +2.5{2krh) sujeta a la restriccion Kr z h = 1000, K, r,h> 0. 

4.27 Calcule maximos y minimos de z = 4x 2 + 9y 2 sujeta a la condicion x 2 + y 2 = 1. 

4.28 Calcule maximos y minimos de z = 4xy sujeta a la condicion + 4- = 1. 

4.29 Calcule maximos y minimos de z = x 2 y 2 sujeta a la condicion x 2 + y 2 = 1. 

4.30 Calcule maximos y minimos de z = yx + y 2 sujeta a la condicion lnx-lny =1, x > 0, y > 0. 

4.31 Calcule maximos y minimos de w = zyx sujeta a la condicion x 2 + y 2 /9 + z 2 /4 - 1 = 0. 


4.8 (*) Extremos globales. Condiciones de Kuhn-Tucker. 

Haremos aqui, una pequeno acercamiento a la programacion no lineal. Sea w una funcion posiblemente no lineal, 
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9 Un problema de maximizacion en programacion no lineal, tiene la siguiente forma: 

“Maximizar w = f{xi,X 2 ,—x n ) sujeto a gi{x\,...,x n ) < Cj, i = l,2,...,m con Xj > 0, j = 1,2, n. ” 

9 Un problema de minimizacion en programacion no lineal, tiene la siguiente forma: 

“Minimizar w = f(xi,X2,...x n ) sujeto a g/(x i,...,x n ) > a, i = 1,2 m con Xj>0, j = 1,2,..., n.” 

Solucion grafica. Para obtener una solucion grafica de un problema de programacion no lineal (o lineal) sencillo, 
usamos las mismas ideas que se discutieron en la seccion de multiplicadores de Lagrange. Las restricciones g, < 0 y 
las condiciones de no negatividad, determinan una region factible para encontrar una solucion. Nos movemos luego, 
sobre esta region o hacia esta region, sobre las curvas de nivel de w, en la direccion en la que w crece o decrece, segun 
sea el problema (maximizacion o minimizacion) . 

Una vez encontrada una solucion, el problema de determinar si es un maximo (o mmimo) global depende de que se 
satisfagan ciertas condiciones. 


Ejemplo 4.18 

Minimizar w = (x-4) 2 + (j/-4) 2 , sujeto a las condiciones 2x + 3y > 6, y 3x + 2y<12, x,y> 0. 

Solucion: Aqui las restricciones son lineales. La region factible es la region sombreada en las figuras. La funcion 
w es un paraboloide con vertice en (4,4,0) . La direccion de decrecimiento es hacia el vertice (entre mas me 
acerco al centro, mas pequeno se hace w). El punto P, donde w alcanza el minimo local, se encontraria en el 
“punto mas profundo” de la region factible en la direccion de decrecimiento. 




Para calcular este punto, observamos que la recta de contacto es 3x + 2y - 12. La curva de nivel de contacto 
es (x - 4) 2 + (y - 4) 2 = k. Asi que tenemos que calcular los puntos P, sobre esta curva de nivel, donde la recta 
tangente es 3x + 2y = 12, o mas precisamente, los puntos P = {a,b), sobre esta curva de nivel, donde la 
pendiente de la recta tangente es -3/2 


4.8 (*) Extremos globales. Condiciones de Kuhn-Tucker. 
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La pendiente de la recta tangente a la curva de nivel (x - 4) 2 + (y - 4) 2 = k, en P es 
Fx(P) a- 4 


y'[a,b) = -3/2 = - 


F y (P) b- 4 


y, puesto que P esta tambien sobre la recta 3x + 2y = 12, entonces tendriamos que 3a + 2b = 12. 

a- 4 


Resolvemos entonces el sistema: < 


= -3/2 


b — 4 
3 n + 2b = 12 


no , 36 

a = ft, b = — . 
13 13 


Condiciones de Kuhn-Tucker. 

Consideremos el problema 

“Maximizar w = /(xi,X2,...x„) sujeto a g/(xi,...,x n ) < c ; -, / = l,2,...,m con Xj > 0, j = 1,2, n.” 
Entonces, consideremos la funcion lagrangiana 


m 

L = fix i,...x„) + ^ y/ [Ci - giUi, ..., x„)] 
2 = 1 


Las y,- son los multiplicadores de Lagrange. 


9 Las condiciones de Kuhn-Tucker para un maximo son 
L Xj < 0, Xj > 0, Xj L X] =0, j= 1,2, ...n 
L yj > 0, y, > 0, y; L yi = 0, i = l,2,...,m 


9 Las condiciones de Kuhn-Tucker para un minimo son 
> 0, x ; - > 0, Xj L Xj =0, j = 1,2, ...n 
<0, y, > 0, y, L yi = 0, i = l,2,...,m 


Bajo ciertas hipotesis, las condiciones de Kuhn-Tucker, son condiciones necesarias y suficientes para determinar si en 
un punto P , la funcion objetivo w alcanza un maximo o minimo global. 
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Teorema 4.9 (Version para restricciones lineales). 

Dado el problema no lineal 

“Maximizar (o Minimizar) w = f{x\,x 2 ,...x„) sujeto a ...,x n ) < c*, i = con Xj > 0, j = 1,2, 

si se satisfacen las siguientes condiciones: 

a. ) las gi son lineales (diferenciables y convexas) en el octante no negativo, 

b. ) / es diferenciable y concava en el octante no negativo, 

c. ) el punto P satisface las condiciones de Kuhn-Tucker 

entonces en P , la funcion objetivo tu alcanza un maximo (o mmimo) global. 


Para verificar que un punto P satisface las condiciones de Kuhn-Tucker, se desarrollan estas condiciones, i.e. , se 
calculan las derivadas parciales L x ylas L yi .luegolas L Xj se evaluan en P y se debe verificar que exisLen yi,y 2 ,...,y n 
tal que se satisface todo el conjunto de condiciones. 

Ejemplo 4.19 

Minimizar w = (x-4) * 1 2 3 4 5 6 7 + (y-4) 2 , sujeto a las condiciones 2x + 3y > 6, -3x-2y>-12, x,y>0. 

Solucion: Ya sabemos que w podria alcanzar un a minimo global en P = (f§ , f|). Ahora verificamos si satisface 
las condiciones de Kuhn-Tucker, pues las condiciones a.) y b.) ya se cumplen. 

Sea L = (x - 4) 2 + (y-4) 2 + yi(6 - 2x - 3y) + y2(-12 + 3x + 2y). Como es un problema de minimizacion, las 
condiciones son 

1. L x = 2(x-4)-2yi + 3y 2 >0 

2. Ly = 2(y — 4) — 3yi + 2y 2 > 0 

3. L Vl = 6-2x-3y < 0 

4. L y2 — — 12 + 3x + 2y ^ 0 

5. xL x = 2x(x-4) -2xyi + 3xy 2 = 0 

6. yL y - 2y(y - 4) - 3yyi + 2yy 2 = 0 

7. yiL yi = 6yi - 2xyi - 3yyi = 0 


Ejercicios 


4.8 (*) Extremos globales. Condiciones de Kuhn-Tucker. 
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8. y 2 Ly 2 = —12 y 2 + 3 xy 2 + 2 yy 2 = 0 

Las condiciones de no negatividad,claramente se cumplen para el punto P. Ahora debemos evaluar estas ocho 
condiciones en nuestro punto P y verificar que existen y\,y 2 tales que las condiciones se cumplen. 

A1 sustituir en las condiciones 5 

— 2jq+3y2 — 48/13 
< = 

— 3yj+2y2 — 32/13 

que son no negativas como se pedia. Con estos valores de las y,- y P, se cumplen todas las condiciones de 
Kuhn-Tucker. Por tanto en P la funcion objetivo w alcanza un minimo global. 
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Resuelva los siguientes ejercicios usando el metodo grafico. Aplique, si se puede, las condiciones de Kuhn-Tucker. 

4.32 Maximizar w = x 2 + y 2 , sujeto a las condiciones 2x + 3y>6, -3x-2y>-12, x, y> 0. 

4.33 Maximizar z = 3x + 2y , sujeta a las restricciones -3x + 2y < 6 y -4x + 9y < 36, x, y > 0 

4.34 Maximizar z = 4x + 3y , sujeta a las restricciones 2x + 3y < 18 y 4x + 2y < 10, x, y > 0 

4.35 Minimizar z = (x - l) 2 + (y - 2) 2 , sujeta a las restricciones -3x + 2y < 6 y -4x + 9y < 36, x, y > 0 

4.36 Minimizar z = 3x 2 + (y - l) 2 , sujeta a las restricciones -3x - y < 6 y -4x + y < 6, x, y > 0 

4.37 Minimizar z = -x 4 , sujeta a las restricciones x < 6 y x > -2 


. y 6. obtenemos que L X (P ) = 0 y que L y [P) = 0, de donde se obtiene 


16 

Ti =0, y 2 = — , 
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Maximos y minimos locales. 



Version actualizada de este libro: 
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Integral doble. 

Calculo de integrales dobles. Integral ite- 
rada. 

Area y Volumen 

Cambio de variable en una integral doble. 
Coordenadas Polares. 

Integral triple. 

Cambio de variables en integral triple. 
Coordenadas cilindricas. 

(*)Coordenadas esfericas. 

Describiendo Superficies en Coordena- 
das Esfericas. 

Cambio de variable con coordenadas 
esfericas. 

QSingularidades. 


5 — Integral doble e integral triple. 


5.1 Integral doble. 


Sea R es una region acotada y cerrada del piano, 
de area A(R) y sea / : R 2 — R una funcion 
definida y acotada sobre R. Supongamos que 
Mr = {Ri,R 2 ,...R n } es un conjunto de n celdas 
que conforman una malla que cubre R (ver figu- 
ra). El area de cada celda ff, la denotamos con A A{. 

Una suma de Riemann de / sobre R es una expre- 
sion de la forma 

J^fiXi.yOAAi 

i= 1 

donde e Rj. 



Si / es continua y positiva sobre R, entonces /(x,-,y/)Ay4/ aproxima el volumen de cada prisma P, debase R, yaltura 
f{Xi, yd; en este caso la suma de Riemann aproxima el volumen del solido entre la region R y el grafico de /. 
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Integral doble e integral triple. 



Diametro de la malla. El diametro de cada celda i?, es la maxima distancia entre todas las distancias entre cualesquiera 
dospuntos en Ri yse denota ||i?j||. El diametro de la malla Mr es ||Mr|| = Sup,{||i?;||}. 

Definicion 5.1 (Funcion integrable). 

Si las sumas de Riemann de / sobre Mr tienen un llmite, independiente de la escogencia de los (x ; -, y z ), 
conforme \\Mr\ \ — ► 0, entonces decimos que / es integrable sobre R y que la integral es este llmite. En este caso 
escribimos, 


II 


fix, y)dA 


n 

llm y f{Xi,yi)AAi con n = Card(M] 
IIMIHOjtl 


En el caso de que R sea una region rectangular, 
la malla Mr se puede tomar como un conjunto 
de rectangulos R t j = [Xj.Xj+i] x [yj, yy+i ] de area 
A Aij = AxiAyj. En este caso es natural reempla- 
zar el elemento de area dA por dxdy y escribir el 
limite como, 



fix, y)dxdy 


n m 


lim 

\\n,m^oa 


LI fiXi,yj)Axi\yj 

1=17=1 



Las propiedades de las funciones integrables en dos variables son similares a las propiedades de las funiones 
integrables en una variable. 


Teorema 5.1 (Propiedades de la funciones integrables). 

a. ) Si / es continua sobre R, entonces / es integrable sobre R. 

b. ) Sea k e R. Si / y g son integrables sobre R, entonces kf y f±g son integrables sobre R y 


JJ kfix,y)dA=kJJ 


fix, y) dA y 


II 


fix, y)±gix, y) dA = 


= JJnfix.yidA ± JJ " 


g(x,y) dA 


5.2 Calculo de integrales dobles. Integral iterada. 
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c. ) Si / y g son integrates sobre regiones R y S que no se traslapan, entonces / es integrables sobre R u S y 

ff /(x, y) dA = ff fix,y) dA + ff f{x,y)dA 
JJr u s J Jr JJs 

d. ) Si / y g son integrables sobre R y /(x,y) < g(x,y) paratodo (x, y) e R, entonces 

jj^ fix, y) dA < g(x, y) dA 

e. ) Si / es integrable sobre R y M < f{x,y) < m paratodo (x,y) e R, entonces 

MA{R)< JJ fix, y) dA<mAiR) 


Otros tipos de integracion. El concepto de integral que hemos visto es el concepto de integral en el sentido de 
Riemann y es suficiente para los calculos y las aplicaciones en este libro. Para otros propositos esta integral no es 
adecuada y se requiere definir un tipo mas general de integracion, por ejemplo la integral en el sentido Lebesgue. 
Una diferencia esencial entre una integral y otra es la manera en que se mide los conjuntos de puntos. La integral de 
Riemann usa medida de Jordan y la de Lebesgue, medida de Lebesgue. 


5.2 Calculo de integrales dobles. Integral iterada. 

Integrales iteradas. El teorema de Fubini establece que si / es continua sobre R, la integral doble se puede evaluar 
por “integracion parcial” respecto a cada variable, una a la vez. Este es el metodo de “integrales iteradas”. Primero 
debemos especificar dos maneras de describir una misma region. 


9 Region entre las curvas y = gi (x) y y = g2 (x). 

R = {(x, y) e IR 2 talque a<x<b y g 2 (x) < y < gi(x)} 
con gi y g 2 funciones continuas en [a, b ] . 


a Region entre las curvas x = h\ (y) y x = h 2 iy) ■ 

R = {(x,y)elR 2 talque p<y<q y (y) < x < hiiy)} 
con hi y R 2 funciones continuas en [p, q]. 
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Teorema 5.2 (Fubini). 


Sea R = {(x,y) £ OR 2 tal que a< x < b y g 2 (x) < y < gi(x)} con gi y g 2 
funciones continuas en [a, b\. Si / es continua en R, entonces 


rr rb rgiix) rb r rg 2 (x) 

1 1 f{x,y)dA = / I f{x, y) dydx = l 

JJR Ja Jgi(x) Ja IJgi(x) 


fix, y) dy 


dx 


Sea R = {(x,y) £ [R 2 tal que p < y < q y hi(y) < x < /j 2 (y)} con hi y /?2 
funciones continuas en [p, q]. Si / es continua en f?, entonces 


rr rq rh 2 (y) rq r 

// f(x,y)dA= I I f{x,y)dxdy- I I f{x,y)dx 

JJR Jp Jhi(y) Jp [Jhi(y) 


q r cMy) 


dy 





* 


Ejemplo 5.1 


Sea f? la region de la figura. Vamos a calcular JJ xy dA usando el orden de 
integracion “dydx” y el orden de integracion “dxdy.” 


Observe que R se puede describir como 


R : 0 < x < 2, — <y<x 


R : 0<y<2, y<x< ^2y. 
9 Integrando en el orden “dydx” 


II = It 


xydy 


dx 


n 2 

,,2 

X 



= 

X^ 


dx 

Jo 

2 

*2 

2 . 



r 2 

X 2 


X 4 

2 

= 

x — 

-x 


dx — — 

Jo 

2 


~8~ 

3 




5.2 Calculo de integrales dobles. Integral iterada. 
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a Integrando en le orden “dxdy” 


rr r 2 rV 2 ^ 

// xydA = | | xydx 

JJr Jo Jv 


dy 


r 2 x 2 

- h 


2 x 2 yfiy 


y 


dy 


y 


f 2 f 2y y 2 

jo 


dy=- 
J 3 



* 


Ejemplo 5.2 


En este ejemplo se muestra como el numero de regiones 
de integracion puede variar, de acuerdo a la eleccion del 
orden de integracion. 

Considere la integral I = JJ x 2 + y 2 dA, donde R es la 

region de la figura. Vamos a calcular esta integral doble, 
usando el orden de integracion “dydx” y el orden de 
integracion “dxdy." 

O Orden “dydx": en este caso R = R\ U R2 U^3- La manera de ver la region es como sigue, 
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JJ x 2 + y 2 dA 


r 1 r* 2 

/ / x 2 + y 2 dy 

Jo Jo 


h [X x2+y2dy 


dx + 


r />3-x 


dx + 


J x 2 + y 2 dy 


dx 


’i v 3 r 

2 y 

xy+ — 

Jo 3 


2 v 3 1 

2 ,, . y 


dx+ I x z y + 
o Ji 3 


■L 

r 1 /*2 ^ r 3 

= / x 4 h dx+ -+x 2 dx+ / 9- 

Jo 3 J i 3 J 2 


3 v 3 3-x 

2 ,, . y 


dx+ x z v + 

0 J2 3 


rfx 


o 4x d 1207 

9x + 6x dx = 

3 210 



5 


Ejemplo 5.3 


Considere la integral 1= / / f(x,y)dydx+ 

Jo J-x 3 J 1 Jx 

la integral en el orden “dxdy." 


4 n X 


x-2 


f(x,y) dydx. Dibuje la region de integracion yre-escriba 


Solucion: La region de integracion en la primera integral es0<x<lyx<y<-x 3 . La region de integracion en 
la segunda integral es l<x<4yx<y<x-2. 


En la figura aparece la region de integracion. Si y es la variable independiente, R = R\ U R 2 U # 3 - 


5.2 Calculo de integrales dobles. Integral iterada. 
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aOrden “dxdy” 


ff f(x,y)dA = ff f(x,y) dA+ ff f(x,y)dA+ ff f{x,y)dA 
JJr JJr 3 JJr 2 JJr 1 


n 4 rz ry+z ru ry+z 

f(x,y)dxdy+ / / f{x,y)dxdy+ | | f[x,y) dxdy 

Jo Jy J-lJ-3/y 


" 2 ry+2 


0 fy+2 

W 


Ejemplo 5.4 


/ —I nx+t> n 0 />x+6 

/ dydx + I / dydx. 

2 J 4-4CX+2) 2 J-lJx+1 


-1 />x+6 

-4(x+2) 2 

a.) Dibuje la region de integracion. 


b.) Plantear la integral o las integrales que correspon- 
den a I invirtiendo el orden de integracion. 



Solucion: La region es 


R : 


4 — 4(x + 2) 2 < y < x + 6 
x+l<y<x+6 


si -2 < x < -1 
si -1 < x < 0 
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Para integrar en el orden “dxdy" hay que partir la 
region en tres subregiones R\, R 2 , R 3 . 


-Ri : 

'J^-y 

2+ v < x< y 1 

2 J 

si 

0 < y < 1 

< 

Ri- 

J^-y 

-2+ <x<0 

2 

si 

1 — y — 4 

^ 3 : 

y-6< x<0 

si 

4<y<6 

Luego, 






1 = 


1 r y- 1 


ll 


2+ 




n o 

. 2+ yp 


n o 

dxdy 

_'-6 


5.3 Area y Volumen 

9 De acuerdo con nuestra dehnicion de integral doble, El area Ar de una region R se puede calcular con la integral 
doble (“area de la base x altura’’) 


Ar 



Id A 


9 Sea f[x, y) > 0 y continua en una region cerrada R. Sea Vq el volumen del solido Q que tiene a R como base y 
una altura de medida f[x,y ) en cada ( x,y ) e R, entonces 


v Q = ff R f( x ’ y^ dA 

9 Si el solido Q esta limitado, sobre la region cerrada R, por dos superbcies de ecuaciones z = fix,y ) y z = g{x,y ) 
con / y g continuas y fix, y) - g(x, y) > 0 sobre R, entonces 



~\r 


5.3 Area y Volumen 
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a Muchas veces es conveniente considerar como la region R la proyeccion del solido sobre los pianos XZ o YZ. 


S' 


Ejemplo 5.5 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
Z i 


A 


Q 


Sea Q el solido limitado por las superficies 
z= l- x 2 , y x + y = 1 en el primer octante. Calcule Vq 
usando como region R cada una de las proyecciones del 
solido sobre los pianos XY, Y Z, XZ. 


z = 1 — X 


X 





m 


x + y = 1 


Solucion: 

9 Calculo de Vq proyectando sobre el piano XZ. La proyeccion sobre el piano XZ 
se muestra en la figura.La region esta entre la curva C 2 : z = 1 - x 2 y el eje X. 


Desde el pun to de vista del piano XZ, el solido esta 
limitado por las superficies x = 0yy=l-x. Integrando 
en el orden “dzdx" queda 


1 c\-x i 


Vn = 


a 

- f 

= fa- 


1 - x - 0 dzdx 


z-zx ij x dx 


? , 5 

x)(l-x )dx - — 



12 
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a Calculo de Vq proyectando sobre el piano XY. La 

proyeccion sobre el piano xy se muestra en la figura 

La ecuacion de la curva C3 corresponde a y = 1 - x 

con x e [ 0 , 1 ]. Desde el punto de vista del piano XY, el 
solido Q esta entre las superficies z=l-x 2 yz = 0 . 

Integrando en el orden “dydx" queda 


Vq 


n l-X 

1 - x 2 - 0 dydx 

f 1 l—x — . 

Jo 


x z (l - x) dx = 


5 

12 



9 Calculo de Vq proyectando sobre el piano YZ. En este caso, el solido no esta entre dos superificies. Desde 
el punto de vista del piano Y Z, tenemos un solido Qi que esta entre x = 0yz=l-x 2 en la region R\ y un 
solido Q2 que esta entre x = 0 y el piano x + y= 1 en R 2 . Ademas, Q = Qi u Q2, como se muestra en la figura, y 
entonces 


Vq - Vqj + Vq, 





La proyeccion sobre este piano se muestra en la figura. La curva de proyeccion Ci es la proyeccion sobre YZ de 
la curva de intersection entre la superficie z= 1 - x 2 y el piano x+y = 1 . Ci tiene ecuacion en terminos de x e y. 


z= 1 - x 2 p| x + y= l => z = 1 - (1 - y) 2 , y e [0, 1] 

La curva C\ divide la region de integration en dos partes, la region R\ y la region R2. 


Desde el punto de vista del piano Y Z, el solido esta limitado por las superficies 


5.3 Area y Volumen 
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a x = v 7 1 -z y x = 0 sobre 


a x=l-yyx=0 sobre i? 2 - 


Integrando en el orden “dzdy” queda 
-i 


'i r 2 y~y 


Vq = f f Vl- z - 0 dzdy + f f 1-y-Odzdy 
Jo Jly-y 2 Jo Jo 


- r 

Jo 


2(1-2 y + y 2 ) 


,2)3/2 


■dy + 


r 1 5 

/ (2y-3y 2 + y 3 ) dy = — 
Jo 12 


Nota: (1 - 2y+ y 2 f ' 2 = y/{y- l) 6 = |(y - 1) 3 | = -(y - l) 3 si y e [0, 1], 


Ejemplo 5.6 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Sea Q el solido limitado por las superficies x 2 + z 2 = 4, 
x + y = 5, z = 2, y = z = 0. 

Plantear la o las integrales dobles necesarias para 
calcular Vq usando como region R cada una de las 
proyecciones del solido sobre los pianos YZ, XZ, XY 


Solucion: 

9 Calculo de Vq proyectando sobre el piano XZ. 

La proyeccion R yz sobre el piano xz se muestra en la figura. La ecuacion de la curva Ci corresponde a 
x 2 + z 2 = 4 con x e [0, 2] . 

Sobre la region R yz , el solido Q esta entre las superficies y = 0 (abajo) y y = 5 - x (arriba). 
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Usando el orden de integration “dxdz” tenemos 


Vq = 


n 

= i 


5- x - 0 dxdz 


4-z 2 


29 z z 


• 5 V 4 - z 2 dz 


2 2 
29 z z 3 5z V4 - z 2 


2 6 


10 arcsinj ^ j 


83 

= 5n « 11.9587 

3 


Nota: Utilizando la sustitucion trigonometrica - = send, se obtiene (salvo constantes) 


/ 


V4-z 2 dz= ^ +2arcsin(-). 


OCalculode Vq proyectando sobre el piano YZ. 

La proyeccion R yz sobre el piano yz se muestra en la figura Para hallar la ecuacion de la curva Ci observe que 
esta curva esta arriba del eje y por lo que: 


Ci : x 2 + z 2 = 4nx + y = 5 


; = + \/4 — (5 - y) 2 si ye [3,5] 
o 

y = 5- \/4-z 2 si ze [0,2] 


5.3 Area y Volumen 
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Sobre la region R yz , el solido Q esta entre las superficies x = \J A- z 2 (abajo) y x - 5 - y (arriba). 
Usando el orden de integracion “dydz” tenemos 


n 5-V4 — z 1 - 33 

5-y - V4 -z 2 dydz = 5 n « 11.9587 

3 


OCalculo de Vq proyectando sobre el piano xy . 

La proyeccion sobre el piano se muestra en la figura. La ecuacion de la curva C 3 corresponde a y = 5 - x con 
xe [0,5]. Esta curva divide la region de integracion en dos regiones R\ y R 2 . El solido Q esta limitado por las 
superficies 

9 z = v/4- x 2 (abajo) y z = 2 (arriba) sobre Ri 

9 z = 0 (abajo) y z = 2 (arriba) sobre R 2 



Usando el orden de integracion “dydx” tenemos 


Ejercicios 


188 


Integral doble e integral triple. 


n b-x Ct> r*5— X 

2 - v4 - x 2 dydx + / 2-0 dydx 

J 2 JO 


5 p5-x 


V Q = 


83 


= 571= 11.9587 

3 


Ejemplo 5.7 


El solido Q esta limitado por las superficies 
4z = x 2 + y 2 , y = 3, y = 1, z = 4, y x = 0. 

a. ) Dibuje la region de integracion en el piano yz. 

b. ) Plantee la o las integrales correspondientes al 

volumen del solido utilizando la proyeccion del 
item anterior. 



Solucion: La region de integracion aparece en la figura. 

"3 M 


Vn = 


Uf, t ^-^- odzdy 



5.1 El area de la region R xy viene dada por 
integral en el orden dydx. 


n y r z rv z ~y 

dxdy + / I dxdy. Dibuje la region R xy ycalcule la 
J i Jo 


-2 r V 


n o -zrn r 0 r8-z 2 l2 

xydydz+ I 1 xydydz. 

-z J- 4 J 4 +Z 

Dibuje la region de integracion y plantear la integral / usando el orden de integracion dzdy. 



5.3 Area y Volumen 
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5.3 Considere la region R a la derecha. Esta region esta 
limitada por las curvas y = 0; y = 2; y = 2 - (x + 2) 2 y 
y = (x - 3) 2 . Plantear la integral JJ f(x,y)dA en el orden 
“dxdy” y en el orden “dydx" 


5.4 Considere la region R (figura a la derecha). Esta 
region esta limitada por las curvas y = x + 4;y = x-2; 
y = 2 - (x + 2) 2 y (x-2) 2 /4 + (y — 4) 2 / 16 = 1. Plantear la 

integral JJ fix, y) dA en el orden “dxdy” y en el orden 
“dydx” 



9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


5.5 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen del 
solido Q si este solido esta limitado por x 2 + y 2 = 4; z + y = 2; y = 1; 
x = 0; y = 0 y z = 0, en el I octante 



5.6 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen 
del solido Q si este solido esta limitado por las superficies y = 2 - 2x 2 ; 
y = 1 - x 2 ; y + 2z = 2; x = 0 y z = 0; en el I octante. 



X 
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5.7 Plantear la o las integrates necesarias para calcular el volumen solido 
Q si este solido esta limitado por la superficie y 2 + z 2 = 4 y los pianos 
2x-2y + z = 2\ x=0yz = 0. 



4 


5.8 Considere el solido Q limitado por el cilindro x 2 + y 2 = 1 /4 , 
el cono 3 z 2 = x 2 + y 2 , la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 y los pianos 
x = 0 y x = y; tal y como se muestra en la figura 5.3. 

Plantear la integral (o las integrates) necesarias para calcular el 
volumen del solido Q 



5.4 Cambio de variable en una integral doble. 

En una variable, si / tiene una derivada continua en [a, b] y x = x[u) esta definida en [u\, u 2 \ con a = x{u\) y 
Z? = x(u 2 ),ysi /(jc(m)) es continua en [u\, u 2 \, entonces 



ru 2 

I 

JU\ 


f{x{u)) 


dx 

— du 
du 


(*) 


La inversa u = u{x) existe solo si x{u) es strictamente creciente o decreciente, pero no es una condicion que se pida en 
la formula (*). 


Hay una formula analoga a (*) para integrates dobles; 



5.4 Cambio de variable en una integral doble. 
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1/ fix,y)dxdy = 
JJr xv JJr, 


fixiu, v), y{u, v)) 


dix, y) 


d [u, v ) 


dudv con 




fdx 

dx} 

dix, y) 

= Det 

du 

dv 

diu, v ) 


dy 

dy 



^ du 

dv> 


Se asume que las funciones x = x{u, v), y = yiu, v ) estan definidas y tienen derivadas parciales continua en la region 
de integration R uv en el piano uv. En este caso si se asume que las funciones inversas u= u{x,y), v= v[ x,y) estan 
definidas y son continuas en R xy y que hay un mapeo invertible entre el interior de R xy y el interior de R uv . La funcion 
fix, y) se asume continua en R xy y asi f{x{u, v), y{u, v )) es continua en R uv . Tambien se asume que el Jacobiano 
d ix,y) 


Jiu, v) = 


d[u, v) 


es no nulo en el interior de R uv . 


La restriction de que el cambio de variable sea invertible en el interior de R xy (y por tanto que Jiu, v ) no se anule en el 
interior de R uv ) es necesaria para poder usar cambio de variable con coordenadas polares en regiones que contienen 
el origen. 



Teorema 5.3 (Cambio de variable). 


Sea R uv una region compacta y conexa en el piano contenida en un cojunto abierto A de I? 2 . Sea r : A — IR 2 con 
riu, v) = ix(u, v), y(u, u) ) , una funcion continua con derivadas parciales continuas tal que r es invertible en el 

rdx dx\ 
du dv 


interior de R uv y Jiu, v ) = Det 
funcion continua. Entonces, 


dy 

^du 


dy 

dv' 


es no nulo en el interior de R uv . Sea R xy = riR uv ) y / : R xy — K una 


// fix,y)dxdy= // 
JJRyv JJRi. 


fixiu, v), yiu, v))\Jiu, v)\dudv 
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Notas. Observe que el Jacobiano J(u, v) va en valor absoluto dentro de la integral. Ademas solo se requiere que 
r(u, v) sea invertible en el interior de R uv y por tanto | /(n, u)\ no se anule en el interior de R uv . 

Para verificar que un cambio de variable es invertible en una region uno podria, si se puede, calcular la 
transformacion inversa r - 1 (jc, y). En los ejemplos de este libro es sencillo calcular esta inversa. El ’Teorema 
de la Funcion Inversa’ solo dice, con las hipotesis respectivas, que si Ruq, vq) no se anula, entonces r (u, v) es 
invertible en un entorno de (no, c () ), pero no nos da information de si hay una inversa ‘global’. Sin embargo en la 
literatura se encuentran teoremas con condiciones especiales para ‘globalizar’ el resultado. 

Idea geometrica. Consideremos el cambio de variable x = x{u, v), y = (u, v) que transforma R en S v que cumplen 
las condicioes del teorema. Este cambio de variable define una funcion invertible r{u, v ) = x[u, v)i + y[u, v) j en el 
interior de S y S = r[R). 



Tomemos un rectangulo Rjj deunamalla M de R. r transforma el lado u = Ui enlacurva C ; - : r(n,-, v), v e [Vj, Vj+Av] 
y el lado v = vj en la curva Cj : r[u, vj), v £ [Uj, u ,• + An]. 

Si ademas r _1 es continua, r es un homeomorfismo y la fro ntera del rectangulo Rj j es ’mapeada’ en la frontera de 
S = r[Rjj ) y el interior en el interior. 



5.4 Cambio de variable en una integral doble. 
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Si r{Ui, vj) = (. Xi,yj ), un vector tangente en ixj,yj) en Q es 


dr (Mr, m) 


dy 


. Como este vector representa la velocidad 


a la que se desplaza el punto r(iq, i/) cuando v va de Vj a vj + Av, entonces en la curva Q, (x;,yy) se desplaza, en 

dr(iq, v) 

el tiempo Av, una distancia aproximada — Ay. Usando el teorema del valor medio para derivadas lo 

diariamos asl, 


dv 


r{Ui,v + Av)-riUj,v) « Aur v 


Analogamente, un vector tangente en ixj, yj) en Cj es 


dr{u, Vj 


dv 


. Como este vector representa la velocidad a la 


U=Ui 


que se desplaza el punto r{u, Vj) cuando u va de Uj a Uj + A u, entonces en la curva Cj, (Xj, yj) se desplaza, en el 

driu, vj) 


tiempo A v, una distancia aproximada 


du 


An. 


U-Ui 


Por tanto, el rectangulo Rjj en R, se transforma en una porcion del piano XY que es casi el paralelogramo de lados 


driuj, v) 


dv 


Av y 


driu, Vj 


du 


Au. El area de este paralelogramo es, en terminos de producto vectorial, 


U=Ui 


driuj, v) 
dv 


driu, Vj) 
du 


AuAv 

U=Ui 


En la figura que sigue se ilustra esta situacion con un punto generico iu,v). 
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Vi 



de este ultimo paralelogramo es 


dr dr 

dv du 


AuAv = 


dx dy 
— — 0 
du du 


?z o 

du dv 


dx dy 
du du 

dy dy 
du dv 


= | Ru, id I lc 


De esta manera, si J[u, v) = 1 , el cambio de variable conserva las areas. Sino, el area de cada paralelogramo en XY es 
aproximadamente el area de cada rectangulo en UV, multiplicada por | J{u, i/)|. Por eso decimos que |/(u, i/)| opera 
como un factor de compensation por la ‘deformation’ sufrida por la region ante un cambio de variable. Si la integral 
existe, deberlamos tener 


A S = 


nr> m n m n 

ldxdy * E E A s u ~ EE\^ U ’ 

44S i=l i=l i=l i=l 


v) I u=i 


.AuAv = 


IL 


| J[u, v)\dudv 


Y en general, 


nn mm mm rn 

A s= f(x,y)dxdy « EE f{Xi,yj)A Sij « EEf {j '( u i’ v i^\K u ’ v ')\u=u i ,v=v j kuAv= II f{u,v)\J{u,v)\dudv 
JJs i=ii=i 1=1 1=1 44 r 
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* 


Ejemplo 5.8 


Calcular 


ff 


JjR r 


dA usando el cambio de variable u = y- x y v = y + x. La region R xy esta limitada por las 


rectas x + y = 2, x = 0 y y = 0. 

Solution: . Primero debemos dibujar las region de integration R uv para luego integrar. 

Nueva region de integration. El cambio de variable es invertible y la inversa es continua, entonces aplicamos 
el cambio de variable a la frontera de la region R xy para calcular las curvas frontera de la region R uv . Como 
v = y + x, el segmento de recta x + y = 2 corresponde a v = 2. Si x = 0 entonces u=i/ysiy = 0 entonces 
u = - v. 




. . u = y — x 1 1 

El cambio de variable es invertible: Resolviendo < obtenemos x- ~{v—u) y y=-{v+u). 

\ v = y + x 2 y 1 2 


Calculamos el Jacobiano. J[u, v) = Det 


[- 1/2 1/2 
1 1/2 1/2 


= — 1 / 2 . 


Calculo d ela integral. 

// ey+* dA = // e~’\J{u,v)\dudv 

'J RyV " ^ 




e» dud v 


= e- 
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Ejemplo 5.9 


Calcule | / (y 2 - x 2 ) e^ x+y)i dA, donde R xy es la region mostrada en 

JjRrv 


la figura. Utilice el cambio de variable 


l xy ' 

u = y- x 
v = y + x 


Solucion: Si 


u = y- x 
v = y + x 


Entonces 


x= \ {v-u) 
y = \{u+v) 

Como la inversa es continua, aplicando el cambio de variable 
a la frontera de R xy , obtenemos la frontera de la region R uv . A 
y = -x + 4 le corresponde, sustituyendo x e y, v = 4. A y = -x le 
corresponde i/ = 0yAy = x + 4le corresponde u = 4. La nueva region 
es mas simple. 


ff (y 2 - x 2 ) e (x+y) dA= f f uve 1 ’ dvdu = 4-c 16 
JJr xv Jo Jo 


4. 




v = 0 


4 U 


Como se ve en los ejemplos anteriores, en la practica se usa el cambio de variable en la forma x = x{u, v), y = (n, v) 
tanto como u = u{x, y), v= v{x, y). Siempre hay que estar al tanto de que se cumplan las hipostesis, en particular la 
invertibilidad. 


5.5 Coordenadas Polares. 

Este cambio de variable es muy util cuando la region de integracion tiene fronteras a lo largo de las cuales r yd son 
constantes (como en circulos centrados en el origen). Primero un pequeno repaso. (Ver apendice 8.2). 


5.5 Coordenadas Polares. 
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Un punto P = (x, y) e R 2 se puede especificar en coordenadas 
polares (r,0) donde r es la distancia del origen a P y 9 es el 
angulo medido desde el eje X contrareloj. La conversion de 
coordenadas polares a coordenadas cartesianas se hace con la 
transformacion 

x = rcos(d) 

< (*) 
y = rsen(0) 



Para efectos de cambio de variable, esta transformacion es invertible si r > 0 y si 0 e [0 O > do + 27r[. Podemos definir la 
inversa desde R + x [0, 2n[ a R 2 - {(0,0)} con r = \/ x 2 + y 2 y 9 el unico angulo 6 e [0, 2^[ que satisface (*), es decir 
9 = arctan(y/x) si x > 0 y 6 = arctan(y/x) + n si x < 0 pues arctan(f) esta definida en ] - Jil 2, n!2[ (si r = 0, el cambio 
de variable aplica todo el eje 9 en el origen (0,0).) 


Yi 



. ( 3 , 7116 ) 



Poniendo u = r y v = 9 tenemos el cambio de variable, 


En este caso, 

Rr,9) = 


x = rcos(d) 
y = rsen(d) 


r dx 

dx 

dr 

d9 

dy 

dy 

, dr 

d9 ; 



Como ya indicamos, este cambio de variable es invertible si r > 0 y si 9 e [9q,9q + 2ti[ (a veces es comodo tomar 
angulos negativos) . 


Si en R y R' se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces 


JJ f{x,y)dxdy = JJ f{rcos(9),rsen{9))rdrd9 
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9 En el caso de coordenadas polares, la nueva region R r g se puede describir en el mismo sistema XY. 


9 Si una region R se puede describir como una region en coordenadas 
polares tal que 


0 < (po{0) < r < (pi{9) si Oq — 0 — 0 \ 


entonces 


rr rdi rip i(0) 

1/ f{x,y)dxdy= I I 

•j J R J Oq J (po ( 0 ) 


/(r cos(0), rsen(0)) rdrdd 



9 Si una region R se puede describir como una region en coordenadas 
polares tal que 


0 < r < q>i (0) si 0 q < 9 < 9 1 


entonces 


IL 


0i pip de) 


f{x,y)dxdy = 


-rr 

Je„ Jo 


f{r cos(0), rsen{9))rdrdd 



Nota. En este caso, el cambio de variable es invertible en el interior de 
la region ( r > 0 ) y ademas aqui el Jacobiano no se anula, asi que no 
afecta que r = 0. 


5.5 Coordenadas Polares. 
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Ejemplo 5.10 

Calcular el area A c del clrculo de radio a. 

Solucion: Para este calculo podemos usar un clrcu- 
lo de radio a, centrado en el origen. La circunferencia 
del clrculo tiene ecuacion cartesiana x 2 + y 2 = a 2 . Para 
obtener la ecuacion en polares, sustituimos x = r cos 9 e 
y=r sen 9 y despejamos r : 

x 2 + y 2 = a 2 ==> (rcosd) 2 + (r send) 2 = a 2 => r 2 = a 2 . 

Asl, en coordenadas polares, la region de integration va 
desde r = 0 hasta r = a y 0 <9 < 2 n. 



A n = 


nn p2jl r* Cl n 

/ 1 1 • dA = / r dr dd = I 

JJr Jo Jo Jo 


2jt j-2 


r 2n a 2 a 2 

dO = — d9 = — 9 

o Jo 2 2 


2 n 


— 71 Cl 


* 


Ejemplo 5 .ii 


Considere la region R de la figura. Para calcular el area Ar de la region R, usando coordenadas polares, debemos 
hacer el cambio de variable x = r cos(0) y y= rsen{9). 




V2send 


x~ + y A = 1 


Observe que 

1 1 1 

9 La recta y = — se transforma en r sen 9 = — — => r = . 

a /2 y/2 V2sen{9) 

9 La circunferencia x 2 + y 2 = 1 se transforma en r = 1. 

9 La recta y = x se transforma en 9 = 7t/ 4. En efecto, y = x => cost? = sen(0) 
supuesto, tambien lo podemos establecer de manera geometrica. 


9 = 7r/4. Esto, por 
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Ar = 


II 


1-dA = 


V2sen(6 ) 


o 

4 

y 


- : \ 

J J V2se, 


r dr dd 


d6 = 


— ^ 
4 l 


1 1 


V2sen(0) 


2 4sen 2 (0) 


d0 




11 , 0 1 

csc 2 (0) d0 = - + - cot(0) 

2 4 2 4 


3jt 

4 71 — 2 


3 


Ejemplo 5.12 (Volumen) 


y 


X 2 + 4 


Plantear una integral, en polares, para calcular el volumen del solido Q limitado por las superficies z = 
x 2 + y 2 = 4yz = 0 con x > 0 y y > 0. 

Solucion: El solido y su proyeccion sobre el piano 17 se ven en la figura. 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Z k 



X 



Pasando a coordenadas polares tenemos 


= ff [~jr~ 0] dA = r 2 f 2 / Se 2 n f rdrde 

JJr t x 2 + 4 ) Jo Jo r 2 cos 2 (0) + 4 


Vr 


rsen(0) 


Nota: Esta ultima integral se puede calcular observando que 

© J x arctan(x) dx = ^ (-x + (l + x 2 ) arctanx) , salvo constantes. 

nJt! 2 n 2 n 2 n 7 T /2 

9 / / f(r,d)drdd = / fir, 8) dd dr, pues estamos integrando sobre un rectangulo. 

Jo Jo Jo Jo 

Veamos, 


5.5 Coordenadas Polares. 
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* - 


n!2 r2 -2. 


y dA=rr / s ! nW) drde 


r 2 cos 2 (0) + 4 


ff 


2 rl j-2 


2 r ni2 r 2 sen{d) f z f 

— ad dr = / / 

r z cos z (0) + 4 Jo Jo 4 + r z w z 


dudr, (haciendo u = cos 0) . 


f 2 r 1 r 

Jo Jo 2 1 


r r/2 


„ dwdr = / - arctan(r«/2) 

+ (r u/2) 2 Jo 2 


1 r 2 

dr = 
o Jo 


- arctan(r/2) dr 
o Jo 2 




= 2 I x arctan(x)dx = — (7r — 2) . 


Ejemplo 5.13 (Volumen). 

Calcule el volumen del solido Q limitado por las superficies z = 


1 


, x 2 + y 2 = 1 y z = 0. 


1 + x 2 + y 2 ’ 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Solucion: 

El solido y su proyeccion sobre el piano IF se ven en la figura. El solido Q esta limitado por z = ^ 2 y 

z = 0. Aplicando coordenadas polares (y como no hay singularidades) tenemos 
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rr i r 2n r 1 1 c 2n l 1 r 2n l 

Vq = // t ^ dA = / I t rdrdd = / -ln(l + r 2 ) = I -ln(2) d0 = jrln(2) 

y JJr 1 + x 2 + y 2 Jo Jo 1 + r 2 Jo 2 0 Jo 2 


Ejemplo 5.14 

Calcule 


II 


xy 


r (l + x 2 + y 2 ) 2 


dA si R = {(x, y) e K : x 2 + y 2 < 1, x > 0, y > 0}. 


Solucion: La region R es la parte del circulo de radio 1, centrado en el origen, que esta en el primer octante. Aqul 


usamos i 


n q rb rq 

f{9)g{r) dr d0 = I f(0)d6- I g{r)dr. 

J a Jp 


II 


xy 


r (1 + x 2 + y 2 ) 2 


dA = 


nt 2 /•! r 3 


fTtU r 

Jo Jo 


r J cosdsend 


o (1 + r 2 ) 2 


dr d6 



xy 

(1 + x 2 + y 2 ) 2 


dA 




I 

1 f 1 r 3 

2 Jo (1 + r 

if 1 - 

8 Jo 1 


cosdsenddd 

dr 


■f 


2\2 


4r d +4 r 


+ 2r 2 + r 4 


dr - 


-ln|l + 2r 2 + r 4 
8 


(1 + r 2 ) 2 


dr 


if 

4 Jo 


2 r 


(1 + r 2 ) 2 


dr 


1 1 


+ ^ 

4 1 + r 2 


= -ln4 — 
o 8 


1 

8‘ 


Tangentes al Polo. A veces es util calcular las tangentes al Polo (inlcuidad tangentes al Polo verticales y horizontales) 
para establecer los llmites de integracion de las regiones limitadas por una curva en coordenadas polares. 

Sea C una curva de ecuacion r = f[6) con / una funcion derivable. Si la grafica de C pasa por el Polo cuando 6 = a 
entonces /(a) = 0. 

Supongamos que cuando 9 = a, tambien tenemos una tangente no horizontal a C en el Polo, es decir, /'(a) ^ 0. La 
ecuacion de esta recta tangente es y = mx con m = tan a (pues pasa por el origen). Esto es as! porque como 


x = f(9)cos9 
y = /(0)sen0 


5.5 Coordenadas Polares. 
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Entonces, las pendientes de las tangentes vienen dadas por 


dy 

dy _ d6 

dx dx 
d6 


f'{6 ) send + /(d) cosd 
f'ijd) cos 6- fid) send 


(cuidado: La pendiente de la tangente no es /'(d)) 


Asi, evaluando en d = a 


dy 

dx 


6=a 


/'(a) sen a + /(a) cos a 
/'(a) cos a - /(a) sen a 


= tana si /(a) = 0 y /'(a) ^ 0. 


Tangentes y Tangentes al Polo 

9 La llnea d = a es una tangente al polo en la grafica de la curva C si /(a) = 0y/'(a)^0 

dy 


9 La llnea 6 = a e s una tangente al polo vertical, en la grafica de la curva C, si /(a) = 0 y 


dx 


• oo si d — a 


dy 

9 La linea d = a es una tangente al polo horizontal, en la grafica de la curva C, si /(a) = 0 y — 

dx 


= 0 . 


(0,aO 


9 Tambien puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o que dy/dx se tenga que 
calcular como una forma indeterminada en el caso de que /(a) = 0 y /'(a) = 0. 


* 


Ejemplo 5.15 (Tangentes al Polo) 


v 2 + y 2 + 2x= fx 1 + y 2 


Calcule, usando corrdenadas polares, el area de la region R tal y 
como se muestra en la figura. 
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Solucion: La ecuacion de la curva es x 2 +y 2 + 2x= \]x 2 + y 2 . Co- 
mo r 2 - x 2 + y 2 , haciendo la conversion a coordenadas polares 
obtenemos la ecuacion r 2 + 2rcos0 = r, es decir, 

r = 1 -2cos0 


Tangentes al polo: r = 0 => 1 - 2 cos 0 = 0 => 0 = ±nl 3 en 
[0, 2 tt] y r'(7i73) ■£ 0. Asl, la region esta entre los rayos 6 = n/3 y 
9 = n. Entonces, 


Ar 



1 • rdrdd 


f’f 

J n 13 JO 


l-2cos 8 


1 • r drdO 


1 

4 


[2n-3V3j 


r = 1 — 2cos 9 





Ejemplo 5.16 


(Tangentes al Polo) 


Calcule, usando corrdenadas polares, el area de la region R tal y 
como se muestra en la frgura. 



5.5 Coordenadas Polares. 


205 


Solucion : La ecuacion de la curva es r = 4 + 4 sen 30 . 

Tangentes al polo: 


n n 

r = 0 => 4 + 4sen30 = 0 => 0 = f-2 k—. Las soluciones que 

6 3 H 

n ti 

nos sirven son 0 = — y 0 = — . Como tenemos la figura, pode- 
6 2 

mos ver visualmente que estos son los llmites de integracion 
adecuados. 


Observe que r'i-nlG) = 0 y que r'{nl2) = 0, usando la regia 

dy 1 

de L’Hospital se obtiene que — * — si 0 — -n/6 y que 

dx y /3 

dy 

cxd si 0 — *• nl2, lo cual es consistente con lo que se 


dx 

observa en la figura 


rn r7l/2 /■4+4sen 8 

Ar= 1 - rdrdQ = 1 1 - rdrdd = 8 n 

JjR J -71 16 Jo 



Ejemplo 5.17 


(Tangentes al Polo) 


Calcule, usando corrdenadas polares, el area de la region R tal y 
como se muestra en la figura. 



x i 
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Solucion: La region esta entre las curvas r = 2 y r = 4sen20. 
Esto nos da tres subregiones: desde el origen hasta la curva 
r = 4 sen 2 0 y desde el origen hasta la curva r = 2. 

n 

Tangentes al polo: r = 0 => r = sen20 = 0 => 0 = 0 y 0 = — . 

Como tenemos la figura, podemos ver visualmente que 
n 

0 = 0 y 0 = — corresponden a una tangente horizontal y 
otra vertical (como r'(0) ^ 0, la primera recta tiene pendiente 
m = tan 0 = 0 y la segunda recta es una recta vertical) . 

Lfmites de integration: Para obtener los limites de integration 
de las tres subregiones, buscamos la intersection entre las 
curvas: r = 2 n r = 4sen20, es decir, 

2 = 4sen20 => 0 = — y 0 = — . 

12 3 12 




1- r drdd 


/-7i712 /■4sen20 

r57i/12 n 2 

r-nl 2 ^4sen20 

1 1 1 - rdrdd + 

/ / 1 

■r drdd + I 

Jo Jo 

)n/12 JO 

J 5n 112 Jo 


1- r drdd 


2.45674 


X 


0 


S' 


Ejemplo 5.18 


( x z + y 2 ) 2 - x 2 + y 2 = 0, x > 0 (region celeste en la figura). 


.,2 


J 

^ (x 2 + y 2 ) 2 - x 2 + y 1 = 0 








Solucion: Haciendo el cambio de variable x = rcos0 y y - 
r send y sustituyendo en (x 2 + y 2 ) 2 - x 2 + y 2 = 0, obtenemos 

( r 2 cos(0) 2 + r 2 sin(0) 2 ) 2 - r 2 cos(0) 2 + r 2 sen(0) 2 = 0 

Simplificando queda r 2 = cos (20), que es la ecuacion de la lem- 
niscata. Como x > 0 entonces la mitad de la lemniscata que nos 
interesa es r = \/cos(20). 



7 y= Vcos(20) 


r 1 w 

- V / 

X 1 ™ 




Ejercicios 


5.5 Coordenadas Polares. 
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Tangentes al Polo: r = 0 => \/cos(20) = 0 => 9 = ±^. Como tenemos la figura, podemos ver que es- 
tos rayos corresponden a los llmites integration (Usando regia de L’Hospital se puede establecer que 
\dyldx\ = 1 si 6? — *- ±7 t/4). 

/ Til A />\/cos(20) r7l I A 

/ rdrdd- 1/2 cos(20) d6 = 1/2. 

-n/AJO J-nIA 



5.9 Plantear la o las integrales necesarias para calcular 

, ; dA. La region i? es la region limitada por 

R (x 2 + y 2 ) 3 

los clrculos x 2 + y 2 = 4, (x-2) 2 + y 2 = 4 ylas rectas x + y = 
4, y = 0, como se muestra en la figura. 


II 


Yk 



5.10 Plantear la o las integrales necesarias para calcular 
el area de la region R limitada por las circunferencias 

x 2 + y 2 - 1 y (x - l) 2 + y 2 = 1 . 


5.11 Calcular el area de la region limitada por el lazo de 
la curva r = 1/2 + cos 9. Ayuda: Notar que el lazo tiene 
ecuacion r = 1/2 + cos 9, 2nl3 <9 < 4nl3. 
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5. 12 Utilizando coordenadas polares, plantear la o las 
integrates que permiten calcular el area de la region R 
(region sombreada) mostrada en la figura. 



2 f+y 2 = 


4 


5.13 Calcular el area de las regiones sombreadas. 





d) 


X'i 


5.5 Coordenadas Polares. 
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5.14 Calcule el vo lumen del solido Q limitado por las 
superficies x 2 + z 2 = 4, x 2 + (z - l) 2 = 1 y x - 4 - y, en 
el primer octante; como se muestra en la figura. Ayuda: 
Proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares. 



5.15 Considere el solido Q limitado por el cilin- 
dro x 2 + y 2 - 1/4, el cono 3 z 2 = x 2 + y 2 , la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 y los pianos x = 0 y x = y; tal y 
como se muestra en la figura 

Calcular el volumen del solido Q 



5.16 Calcule, usando coordenadas polares, el volu- 
men del solido Q limitado por el cono z 2 = x 2 + y 2 
y la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 


5.17 Usando el cambio de variable x = u 2 - v 2 , y - 2uv; calcular I = JJ xydA donde T es el rectangulo de 
vertices (1,1), (2,1), (2,3) y (1,3). 

5.18 Calcule JJ dA usando el cambio de variable u = x + y, v = x-y, donde T es el trapecio de 

vertices (1,0), (2,0), (0,-2) y (0,-1). 



5.19 Calcule II cos 


£ 


y-x 
y + x 


dA donde T es el trapecio de vertices (1,0), (2,0), (0,2) y (0,1). Ayuda: Usar 
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cambio de variable u-y-x, v = y + x. 


5.20 Calcule JJ xydA donde T es la region limitada por y = x, y = 3x, xy = 1 y xy = 3; en el primer 
cuadrante. Use el cambio de variable x= u! v y y = v. 


5.6 Integral triple. 

Consideremos un cubo Q como el de la figura a la derecha. 
Su volumen es Vq = abc. Si la densidad p es constante 
en todo el cubo, la masa viene dada por 


Mq = pVq 

Si la densidad no es constante y p = p(x,y, z), entonces 
para obtener una aproximacion de la masa, dividimos Q 
en N cubos Q, de volumen 


A Vi = Ax;Ay;Az,. 


Asl, la densidad en el punto P, ( x ; -, y ; -, z,- ) es 


A Mi « p(Xi,yi,zi)AxiAyiAzi. 



La masa total del cubo Q serla, 


N N 

M~Y, A Mi = £ p (Xj , y t , Zi)AxiAyiAzi 
i = 1 i = 1 

Ahora, tomando el llmite cuando N —> oo (si existe), obtenemos 

N 

M = 11m V p{Xi,yi,Zi)AxiAyiAzi 


Esto es muy parecido a la integral de Riemann que definimos al principio de este capltulo. En realidad podemos 
reemplazar la malla Mr por Mq = {Qi, Q 2 , ... Qn } y definir la integral triple de Riemann de una funcion fix, y, z) sobre 
una region tridimensional Q como 



y,z)dV = 


C(M q ) 

„ Jim E f(Xi,yi,Zi)\Vi 
IIMqIHoo ( - =1 


Los teoremas para integral doble se extienden de manera natural a la inegral triple. 


5.6 Integral triple. 
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(Integral Triple). 

Sea Q un solido limitado por superficies suaves de ecuacion z = Fi(x,y) (abajo) y 
z = F 2 (x,y) (F 1 ,F 2 con derivadas parciales continuas) y con su proyeccion R xy limita- 

da por funciones con derivadas continuas. Si f{x,y,z) es continua sobre Q, entonces 



Ejemplo 5.19 


1 


Calcular x cos(y + z) dV con Q el solido limitado por y + z = n,y = x, x = z = 0 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Solucion: Para calcular esta integral triple vamos a necesitar la integral J xcosxdx = cosx + xsenx + K (se 
calcula “por partes”.) El solido Q esta entre las superficies z = 0yz = ;r-y. 
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JJJ xcos (y + z)dV 



xcos (y + z)dz 


dydx 



xsen(y + z)|p y 


dydx = 



-x sen(y) dydx 


2 - 


71 


2 


2 


* 


Ejemplo 5.20 


Calcular, usando el orden “dxdzdy”, I = JJJ 2x cos(y + z) dV con Q el solido limitado por las superficies (ver 
figura) y + z = n, y = \fx, x = z = 0 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Solucion: Por el orden de integracion que se pide, debemos proyectar sobre el piano YZ. 

Usaremos las integral J y* senydy = - (24-l2y 2 + y 4 ) cosy + 4y (-6 + y 2 ) siny + K, que se caleula "por 
partes”. El solido Q esta entre x = 0 y x = y 2 . 


5.6 Integral triple. 
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JJJ 2xcos {y + z)dV 


rn rn-y r > ) 

Jo Jo Jo 

r*TC /»7i 

Jo Jo 


2x cos(y + z) dx 


dzdy 


* n pn-y 2 

I J o | 

x cos(y + z)| 0 dzdy 


C n C n ~ y 

I I y 4 cos(y + z) dzdy 
Jo Jo 

f y 4 sen(y + z)|o y dy 
Jo 

rn 

/ -y 4 sen(y) dy = -48+ \2n 2 -ti 4 
Jo 




Ejemplo 5.2i 


Considere el solido Q limitado por z = 0, 
y + 2z = 2, x = 0 y y = 1 - x 2 tal y como se muestra 
en la figura. Usando integral triple, Plantear la 
integrales necesarias para calcular el volumen de 
Q proyectando en cada uno de los pianos XY, Y Z 
y XZ 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Solucion: 

Proyectando sobre XY La region de integracion R xy esta entre las curvas y=l-x 2 yy = 2- 2x 2 y en esta 
region el solido esta entre z = 0yz=l-y/2. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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n l-lx 1 r nl-y/2 

1 

-x 2 [JO 


dz 


dydx 


Proyectando sobre YZ. La region de integration es R yz = R\ + R 2 . La region R\ esta entre las rectas z = 0 y 
z = 1 - y! 2 y el solido esta entre x = \Jl -y y x = >/! - yl 2 . 


La region R 2 esta entre las rectas z = 0yz=l-y/2yen esta region el solido esta entre x = 0 y x = \/l- y/2. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Vq 


1 nl-y/2 ry'l—y/2 


n l-y/z r 

J, 




1 dx 


2 n 1— y/2 ny/l-y/2 


n i-y/z r 

Jo 


1 dx 


dzdy 


dzdy 


5.6 Integral triple. 
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Proyectando sobre xz. R xz = /?, + R 2 . La curva 
Ci que divide ambas regiones es la cruva de inter- 
section entre y = 2-2zyy = 2- 2x 2 . Igualdando 
obtenemos C : z = x 2 . La curva C 2 se obtiene 
como la interseccion dey = l-x 2 yy = 2- 2 z. 
Entonces C 2 : z = (1 + x 2 ) 12. 



rn 


2-2x 2 


1 dy 


d z d x 


+ 



d z d x 


d Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Ejemplo 5.22 


Considere el solido Q limitado por z = 4-x 2 , y + z = 6, y = x, y = 5, z = 0 y x = 0, como se muestra en la figura. 
Usando integral triple, plantear la integrales necesarias para calcular el volumen de Q proyectando en cada uno 
delos pianos XY, YZyXZ 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Proyectando sobre el piano XY. La region de integration es R xy = Ri + R 2 + Rs- 

La curva C divide las regiones Ri y R 2 y la recta x = \/3 divide la region Ri y la region R$. La curva C 
es la proyeccion de la curva de interseccion entre las superficies z + y = 6yz = 4-x 2 , es decir, C :y = 2 + x 2 . 
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Integral doble e integral triple. 


La region R± esta entre y = xyy = 2 + x 2 , la region R 2 esta entre y = 2 + x 2 yy = 5yla region R 3 es- 
ta entre y - x y y = 5. 



Vq = [[ dV + ff dV + [f dV 

JJr\ Jjr.2 Jjr.3 

n\J 3 r2+x 2 r4—x 2 

= / 1 dz dydx 

J 0 Jx [Jo 

r\/3 r> 5 r rO-y 

+ / I 1 dz dydx 

Jo J 2 +X 2 [Jo 

r*2 n 5 n4 

Jv/3 Jx Jo 


JO 

r-4-x 2 


1 dz 


dydx 


Ejercicios 


5.6 Integral triple. 
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Proyectando sobre el piano YZ. La curva C es la proyeccion de 
la curva de intersection entre las superficies y=xyz = 4-x 2 , 
es decir, C: z = 4- y 2 . 


n 4 -y \ ry 

U 1 

+ ^ , 

Jo J4-y 2 JO 

+ rrif 

J 2 Jo Jo 


dx 

V 7 4—z 


1 dx 


y/4 ~Z 


1 dx 


dzdy 
dzdy 
dzdy 



Proyectando sobre el piano xz. 

’l rV^z r r 5 


Vr 


n v 4— Z r no 

1 dy 

1 Jx 

68 12V3 


n \/ 4—z r /»6 — z 

/ irfy 




V Q =- 


3 5 




© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


5.2 1 Plantear la o las integrates triples necesarias para calcular el volumen 
del solido Q si este solido esta limitado por x 2 + y 2 = 4; z + y = 2; y = 1; 
x - 0; y = 0 y z - 0, en el I octante 



X 2 + y 2 = 4 


z + y = 2 

y = l 

1 \ 
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5.22 Plantear la o las integrates triples necesarias para calcular el volumen 
del solido Q si este solido esta limitado por las superficies y = 2- 2x 2 ; 
y= 1- x 2 ; y + 2z = 2; x = 0 y z = 0; en el I octante. 



5.23 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el volumen 
solido Q si este solido esta limitado por la superficie y 2 + z 2 = 4 y los pianos 
2x-2y + z = 2\ x=0yz = 0. 



4 


5.7 Cambio de variables en integral triple. 

La version del teorema de cambio de variable para integrales triples es la siguiente, 


Teorema 5.4 (Cambio de variable). 

Sea Q una region acotada en K 3 cuya frontera consiste de un numero finito de superficies suaves. Suponga-mos 
que Q esta contenido en un conjunto abierto U y sea L{u, v, w) = (x(n, v, w), y{u, v, w), z{u, v, w)) un cambio 
de variable de U en R 3 invertible en el interior de Q y con derivadas parciales continuas. Sea / una funcion 


continua y acotada sobre L(Q) y sea J{u,v,w) = Det 


dx 

dx 

dxA 

du 

dv 

dw 

dy 

dy 

dy 

du 

dv 

dw 

dz 

dz 

dz 

du 

dv 

dw j 


no nulo en el interior de Q, entonces 


JJJ f{L{u,v,w))\J{u,v,u)\dudvdw = JJJ 


UQ) 


f[x, y, z) dxdydz 


5.7 Cambio de variables en integral triple. 
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Ejemplo 5.23 (Volumen de un Paralelepipedo). 


Consideremos un paralelepipedo Q generado por los vectores A = (2,0,0), B= (0,2,2) y C = (0,2,0). Como se 
sabe del algebra lineal, el volumen de Q es Vq = |Det(A B C)| = 8. Si L : IR 3 — IR 3 es una transformacion lineal, 
entonces el paralelepipedo generado por L[A),L(B ) y 1(C), el cual denotamos con L(Q), tiene volumen 

V UQ] = |Det(L)| V Q = |Det(i)| -8. 

Verifiquemos en este caso el teorema de cambio de variable aplicando al solido Q de la figura, la transformacion 
lineal L(u, v, w ) = {u! 2, v/2 w/2). 




n z+ 1 cl c2 nW+2 c2 

/ 1- dxdydz = 1 y Vq= / / Idudv dw = 8 

;Jo Jo Jw Jo 

Ahora, com una verificacion, calculamos V^q) aplicando un cambio de variable. Sea x = u/2, y = v/2, z = w/2 
sobre Q, obtenemos el nuevo solido L(Q). En este caso, 


/(w, V, w) = 

y entonces, por el teorema de cambio de variable, 


1/2 0 0 
0 1/2 0 
0 0 1/2 


7 


V UQ) =[[ I [ l-\j{u,v,w)\dw 
J J R uw [Jo 


dudv 


n w+2 r r* 2 

v [ JO 


i- 


dw 


dudv = - ■ 8 = 1 . 
8 
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5.8 Coordenadas cilindricas. 

Las coordenadas cilindricas se usan para describir regiones que son simetricas respecto a alguno de los ejes. La 
position de un punto P[x,y,z) en el espacio esta determinada por los numeros r,6,z donde (r,d) son las coordenadas 
polares del punto (x, y). 



Si integramos proyectando sob re el piano XY, el cambio de variable es 


x 


r : 


y 


z 


rcosd 

r send, ademas \Rr,6,z)\ 

z 


cos d 
sind 


-r send 
rcosd 
0 


o' 

0 

l ) 


r 


Como J{r, 6,z) - r entonces el cambio de variable es invertible si r ^ 0. Entonces, si se cumplen las condiciones del 
teorema de cambio de variable, 


(Coordenadas Cilindricas). 



y,z) dV = 


JJJ /(rcosd, rsend,z) rdzdrdO 



5.8 Coordenadas cilindricas. 
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Ejemplo 5.24 


Verifique que el volumen de un cilindro recto Q de radio 
a y altura h, es V = na 2 h. 


Solucion: Q es el cilindro x 2 + y 2 = a 2 limitado por z = 0 


y z = h. La proyeccion sobre el piano XY es el clrculo 

i 2 . 

-Ill 

r*2u na r n t 

Jo Jo [Jo 


9 9 9 

x + y = a . 


V 


dV 
’Q 

"2 n ra r rh 


r dz 


dr dO 


r*2u r* a 

Jo Jo 

= L 


rhdr dd 


2n a 2 a 2 

— hdO = —hO 
o 2 2 


2 n 


= ncrh 




Solucion: Podemos calcular el volumen de un octavo de esfera y multiplicar por 8 (ver figura). La esfera tiene 
ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . Como la proyeccion es un clrculo, usamos coordenadas cilindricas: x = r cosd, 
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y = r send y z = z. La esfera esta entre las superficies z = 0 y z - \J a 2 - x 2 - y 2 = V a 2 - , 


rrr rJi/2 r*a nv a^—r^ rJiiz na 

= 8- If / dV = 8- / / r dz dr d8 = 8 • / / rv a 2 - r 2 dr d0 

JJJq Jo Jo Jo Jo Jo 


y 


- Va 2 -r 2 


"7T/2 />a 


= 8 


l 


-yj (fl 2 - r 2 )“ 


= 8 / 
Jo 


71/2 a 3 8a 3 

d6 = 8- — d6 = 6 

Jo 3 3 


71/2 4 3 

= -a n 
o 3 


* 


Ejemplo 5.26 


Considere el solido Q limitado por las superficies 
z 2 = x 2 + y 2 (cono), y el piano z = 1. 


a.) Calcular 


III 


2zdV. 


b.) Calcular el volumen de Q. 


Solucion: 

a.) En coordenadas rectangulares tendriamos 


fl 2zdv - JLX 


sj^f 


2 zdz 


n v/'-y 2 r i 
-VT -x 2 J v 


i/y+y 5 


dydx 

Zzdzdy dx 



La region de integration se describe facil si usamos coordenadas cillndricas. La proyeccion i? sobre el piano 
XF es un clrculo de radio 1. En coordenadas polares esta region se describe como R : 0 <9 < 2 n, 0 < r < 1. 
Usando el cambio de variable x = r cos 0 , y = r sen 0 , entonces el solido esta entre las superficies z=r y 
z = 1. 


5.8 Coordenadas cilindricas. 
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K 


rnr 

Jo Jo [Jr 

r2n rl 

1 1 ^ 

n 

p2.7l y2 y 

Jo ~2~~4 

r 2n 1 n 
/ - d6 = 

Jo 4 2 


2 zdV = 


2 zdz 


r dr dd 


r dr dd 


r - r 6 dr dd 


dB 


b.) Volumen de Q. 


JJJo 


n27l nl r nl 
JO Jo [Jr 
[*2.71 [* 1 

- 1 l zl ‘ 

= n 

r*2ji y2 y 

Jo ~2~~S 

r 2n 1 n 

= / -dd = —. 

Jo 6 3 


dV = 


r dr dd 


r dr dd 


r-r 2 d r dd 


dd 


Ejemplo 5.27 

El solido Q de la figura esta limitado por el cilindro x 2 + y 2 = 4 y el piano y + z = 4. Calcular el volumen de Q. 
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Solucion: Usamos coordenadas cillndricas: x = 
rcosd, y = r send y z = z. Observemos que Q esta 
entre las superficies z = 0yz = 4- y = 4- rsend. 
La region de integration en el piano XY es el circulo 
x 2 + y 2 = 4, es decir el circulo r = 2 con 0 <9 < 2 n. 


rrf r2n r 2 r n4-rsen0 

= / I dV = / I / rdz 

JJJq Jo Jo [Jo 

s* 27 t n? 

Jo Jo 

-l 


v Q = 


dr d6 


r (4- r send) dr dd 


2n 8 send 

8 dd = 16n. 



* 


Ejemplo 5.28 


Calcule el volumen del solido de la figura. Este solido Q esta limitado por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 y el cilindro 

X 2 + {y — l) 2 = 1, Z > 0. O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


x 2 + y 2 + z 2 = 4 



? + {y- i) 2 = 




x 2 + (y - l) 2 = 1 


Solucion: El Solido Q esta entre las superficies z = 0yz= y/4 - x 2 - y 2 = s/4- r 2 . La proyeccion del solido es el 
circulo x 2 + (y- l) 2 = 1. Este circulo se describe en coordenadas polares como 


n n 

0<r<2send, — <d<— otambien, 0<r<2send, 0 <6<tc 
2 2 


El volumen de Q es, 


5.8 Coordenadas cilindricas. 
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III 


/ n/2 r2send pVQ-r- 

dz 

-nl2J0 JO 

/ 7ll2 n. 

-nl2J0 

/ n!2 r2send 

/ rv4-r 2 rfrd0 
-7112J0 

/ n!2 ^ 

-n/2 3 

1 r 711 

3 J-JT 

1 r 711 

3 in 


dV = 


on! 2 p2send 


zr\n 4 r ~ dr dd 


r dr d6 


(4 -r 


2 send 


(4-4sen 2 0) 3/2 -8 dd 


8 


8 cos 3 0-8 dd = — — (4/3 — 7r) . 
12 3 


Aqul se uso la integral J cos 3 tdt 


3sin(t) sin(3t) 

1 . 

4 12 


Ejemplo 5.29 

Calcule el volumen de solido Q, mostrado en la figura, el cual esta limitado por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 3 2 y los 
cilindros x 2 + z 2 = 2 2 , x 2 + z 2 = l 2 . 


x 


2 



9 
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cilmdricas, el cambio de variable seria r : < 


Solucion: La proyeccion sobre XZ es una region entre un par de segmentos de clrculo. Usamos coordenadas 

x = rcosd 

z = rsend ycomo antes ,J{r,6,y) = r. 

y = y 

La proyeccion R xz esta entre las circunferencias r = lyr = 2yel angulo 0 < 6 < n/2. El solido Q esta entre 
y = 0 y y = V3 2 - x 2 - z 2 = V3 2 - r 2 . 


r-n!2 /■va-r‘ 

i-dy 

Jo J 1 Jo 
r 12 f 2 f ,y/9- 

l l l yl « 

rn/2 r2 

J J rv9-r 2 drdd, hacemos u = 9-r 2 , du = 


V Q = 


/ 9 -r 2 


rdrdd 


rdrdd 


-2 r dr, 


(9- r 2 ) 3/2 d9 = |(l6>/2-5 v^j. 


5 1 


Ejemplo 5.30 


Calcule, usando coordenadas cilmdricas, el volumen del solido Q, limitado por la porcion de paraboloide 
z = 4 - x 2 - y 2 , la porcion de esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16 y el piano x = y; en el primer octante (figura). 




Solucion: La region e integracion, proyectando sobre XY, es R = Ri u^. 

9 Ri : 0 < r < 2, ti/ 4 < 6 < n/2, 

9 i ?2 : 2 < r < 4, 7r/4 <6 < n/2. 


5.8 Coordenadas cilindricas. 
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9 En la region R\, el solido esta entre la porcion de esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16 y la porcion de paraboloide 
z = 4-x 2 -y 2 . 

9 En la region R 2 , el solido esta entre la porcion de esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16 y el piano z - 0. 


Vq = 


I/- /IT [I 

nn!2 n2 pniz r4 

= / ryl6- r 2 - r(4- r 2 ) dr dd + / / r\\6-r 2 drd6 

Jnl4 JO Jnl 4 J 2 

rn!2 i r 4 ^ pnl2 

= f —1(16— r 2 ) 3/2 — 2r 2 + — dd + f - 
J;r/4 3 4 o Jnl 4 

f ^ 2 1 2 s/2 2 r4 2 r /2 1 

J^/4 3 4 o Jjt/4 3 


-\/l6-r 


r4 nVl6- r 2 

/ / rdzdrdd 

n! 4 J2 JO 


-(16— r 2 ) 3/2 


rniz izy rnl 2 _ /io iq* 

/ 8 V3dB + l 8v/3d0 = |-T-2\/3 ^ + 27T\/3 = 

J^/4 3 JtiI 4 


dd + I ——(16 — r 2 ) 3/2 


Ejemplo 5.3i 


El solido Q de la figura es un casquete, de altura h, de una esfera de radio a. 

9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Vamos a usar coordenadas cilmdricas. Para calcular su volumen proyectamos sobre el piano XY. La proyeccion 
del casquete es un clrculo de radio v/2 ha- h 2 . Este radio se obtiene calculando la intersection de la curva 
z 2 + y 2 = a 2 y la recta z= a — h. 


El solido Q esta limitado arriba por la superficie z = \/ a 2 - x 2 - y 2 = V a 2 - r 2 y por abajo por la superficie 
z = a - h. Entonces 


Ejercicios 
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r2n r\/2ha-h 2 rVa 2 -r 2 

Vq= / rdzdrdd 

J0 Jo Jr{a-h) 


Como (usando “sustitucion”) J rVa 2 -r 2 dr = -i a 2 - r 2 f salvo constantes, se sigue que 


Vq = 


"2 n rV2ha-h 2 

Jo 


rV a 2 -r 2 - r{a- h) dr dd 
V2 ha-h 2 


n 

= 

r 2n l 

Jo 3 


de 


o 


2n 1 , 3 (2 ha-h 2 ){a-h) 1 3 

- [a - r) 1 - - a dd 


n 


= — h {3 a- h) 



5.24 Verifique, que el volumen del cono de base circular de 

, na 2 h 

radio a y altura h es Vq = . 


Ayuda: El cono 

„2 _ 


x 2 + y" 


a 2 [z- h) 


h 2 


se puede modelar con la ecuacion 

2 

tal y como se muestra en la figura. 


El cono esta entre z = 0 y z = h - - 

a 




5.25 Calcule el volumen del solido Q limitado por el cono 
z 2 = x 2 + y 2 y la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 


X ^/ y/2 

5.26 Calcule, usando coordenadas esfericas, el volumen del solido Q limitado por un casquete de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 4 y el cilindro x 2 + y 2 = 1, como se muestra en la figura. 




5.8 Coordenadas cilindricas. 
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5.27 Sea / = 


rrr / r 2 rV^-x 2 r \/i6-x 2 -y 2 > 

JJJ ^ 2 + y 2dV = J J J x 2 + y 2 dzdydx 


a.) Dibuje el solido Q. Observe que el solido esta entre las superficies z 2 + x 2 + y z = 16, x 2 + y 2 = 4, x £ [0,2]. 


b.) Calcule / usando coordenadas cilindricas. 


5.28 Sea Q el solido limitado por y = 1, y = x 2 + z 2 y y = 4; como se muestra en la figura. Calcule 

Hi •/;. 

JJJq \J x 2 + z 2 + 1 
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5.9 (*)Coordenadas esfericas. 

En el caso de coordenadas esfericas, la posicion de un punto P = ( x,y,z ) en el espacio esta determinada por los 
numeros p, 6, cp donde p es la distancia del punto al origen, 6 es la medida del angulo de la proyeccion del punto en el 
piano XY con el eje X (llamado “longitud”) y cp es la medida del angulo entre el vector P y el eje Z (llamado “latitud”). 
Est ultimo angulo se mide desde el eje Z. Los angulos 9 y cp se pueden tomar respecto a los otros ejes. 



Describiendo Superficies en Coordenadas Esfericas. 

En lo que sigue, cp lo tomaremos como aparece en la figura anterior. El cambo de variable de coordenadas rectangulares 
a coordenadas esfericas es 

x = psencpcosd 

< y = psencpsend con p > 0, Q<9<2n, 0<cp<7i. 
z = p cos cp 

Observe que hay una relacion entre coordenadas polares y esfericas: \ X p sen (p cos 9 i cos 0 

y = psencpsenO = rsenO 

A las coordenadas esfericas a veces se les llama “coordenada polares esfericas”. 


5.9 OCoordenadas esfericas. 
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Ejemplo 5.32 (Semi-conoz 2 = jc 2 + y 2 con z>0) 


En la ecuacion del cono z 2 = x 2 + y 2 hacemos la sustitucion x = p sen cp cos 0 , y = pserup send, z = p cos cp y 
obtenemos 

p 2 cos 2 cp = p 2 sen 2 cp cos 2 6 + p 2 sen 2 cp sen 2 6 => cos 2 ( cp ) = sen 2 {cp) 
n 

Podemos tomar la solution cp - Asl, esta rama del cono se describe (en coordenadas esfericas) como 

cp = 0 < 8 < 27 1, p > 0. 

( 71 71 71 \ 

psen— cosd, p sen — send, pcos— J, con 0<d <2 n, p > 0. 




Ejemplo 5.33 


Consideremos el solido limitado por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 y 
el piano y = x, en el primer octante. 

La esfera de radio 1 se describe en coordenadas esfericas 
por p = 1 pues, haciendo la sustitucion x = psencp cosd, 
y = psencpsenO, z = pcoscp en x 2 + y 2 + z 2 = 1 obtenemos 

p = 1. 

Este solido se puede describir en coordenadas esfericas 
con 0 < p < 1, n/4 <8 < Til 2 y 0 < cp < Jt/2. 
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Ejemplo 5.34 (Superficie de la esfera x 2 + yi 2 + z 2 - a 2 ). 


Haciendo el cambio de variable y simplificando queda 
p = a. Luego, la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 se describe (en 
coordenadas esfericas) como 

p = a, 0 <9 < 2n, 0<(p<n 



Una parametrizacion de esta superficie es r(ip,9) = (aserupacosO, asenipsend, cosip) , con 0 < 9 < 2n, 0 < 
<p<n. 




Ejemplo 5.35 (Superficie de la esfera (jc— l) 2 + y 2 + z 2 - 1). 


Para hacer la description de la esfera (x- l) 2 + y 2 + z 2 = 1 en coordenadas polares, hacemos el cambio de 
variable y, simplificando, queda p = 2 sen cp cos 6. Luego, la esfera se describe (en coordenadas esfericas) como 


71 71 

p = 2sen cp cos 6, <0 < — , 0<cp<77 


Una parametrizacion de esta esfera es 


r •. 7Z 7T 

r{p,ip,9) = [2 sen cp cos 9 ■ sen ip cos 9, 2serup cos9 ■ senipsen9, 2 sen ip cos 9 -cos (p) con < 9 < — , 0 < cp < n 

O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




5.9 OCoordenadas esfericas. 
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Ejemplo 5.36 (Superficies: (j t 2 + y 2 + z 2 ) 3 = z 4 ) . 


Para hacer la description de la superficie (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 = z 4 en coordenadas polares, hacemos el cambio de 
variable y simplificando queda p = cos 2 ip . Luego, la superficie se describe (en coordenadas esfericas) como 
p = cos 2 ip, 0 < 8 < 2n, 0<<p<n. 



5.9.2 Cambio de variable con coordenadas esfericas. 

En coordenadas esfericas ponemos u= r, v = d y w = ip. Como dijimos antes, vamos a tomar el cambio de variable, 

x = psencpcosd 

y = p sen cp send enestecaso |/(p,<p,0)| = p 2 sen^. 


r : 


z = pcoscp 


con p > 0, 0 < 9 < 2n, 0 < (p < n. El interior de la region de integracion requiere p > 0 y ip ^ krc, k e Z, para que el 
jacobiano no se anule. Si se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces 
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(Coordenadas Esfericas). 



z)dV = 


JJJ f (p cosip cosd , p cosip send , p senip) p 2 \senip\ dpdddip 


Ejemplo 5.37 


Calcule, usando coordenadas esfericas, la integral 
JJJ zdV si Q es el solido limitado por las superficies 
y = x y x 2 + y 2 + z 2 = 1; en el primer octante. 



Solucion: Haciendo el cambio de variable, p = 1, n!A <6 <n/2y 0<ip< n!2. Luego, 


rrr nJT/2 rnl 2 nl 

||/ zdV = pcos(ip) -p 2 sen(ip) dpdipdO 

JJJq Jnl4 Jo Jo 


rJl/2 rn! 2 p4 

/ / — cos ((/>) • sen (ip) 

Jtt/4 Jo 4 


rJl/2 rn/2 ^ 

= 1 | - cos{ip) ■ sen[ip) dip dd 

Jn! 4 Jo 4 


dip d6 


I 


7112 1 sen 2 ((p) 
7r/4 4 2 


7r/2 




f nl 2 1 7T 

I -dd = —. 

Jnl4 8 32 


>tu 
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Ejemplo 5.38 


Calcular, usando coordenadas esfericas, el volumen de la 
esfera Q: x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

Solucion: Vamos a calcular el volumen de un oc- 
tavo de esfera. Aplicando el cambio de variable, 
p = 1, 7r/4 < 9 < n/2 y 0 < i p < nl 2. Notemos que 
|sen(p| = sen<p en [0,^/2]. 


Vn = 8 


= 8 


= 8 


= 8 


///- 

rJl/2 rTTl 2 n 1 

Jo Jo Jo 

rn/2 nnl 2 p3 

Jo Jo 3 


p 2 |sen(p|dpd0d(p 


sen<p 


d9 d(p 


o 


p7r/2 p3T/2 sen( p 

I I — dBdcp = 8' 

Jo Jo 3 


n cos (p jt/ 2 
6 o 


47T 

y 



* 


Ejemplo 5.39 


Calcular 



x 2 + y 2 dxdydz donde Q es la esfera (x- l) 2 + y 2 + z 2 = 1. 


Solucion: Como ya vimos, esta esfera se puede describir, en coordenadas esfericas, como 

7i n 

p = 2sen ip cos 6, <6 < —, 0 < cp < tc 

Notemos ademas que | sempl = sencp en [0 ,n]. Luego 
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JJJ ( x 2 + y 2 )dV 


7T nnl 2 f'2seiupcos9 


n niz r 

-71I2JO 


(p 2 sen 2 ip) p 2 sen ipdpd9 dip 


n Jtli 

— cos 5 9 sin 8 cp dd dip 

-nl r 


-n r nl 2 32 
1-7112 5 
' 71,2 32 


/ 7T/z 22 r n 

— cos 5 Odd- / sin 8 (p dip = 
-n 1 2 5 Jo 


512 357r 287T 

75 128 “ 15 ‘ 


Aqui usamos las integrales 

[, 

J 8 48 80 

r R 840(p- 672 sin(2<p) + 168 sin(4cp) -32 sin(6«?) + 3 sin(8«?) 

I sin ip dip = 


1 Sn jn 5sin(0) 5sin(30) sin(50) 

O I cos 9 dB = + + ■ 


3072 


Ejemplo 5.40 

Calcular el volumen del solido Q de ecuacion (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 = z 4 (ver figura). 
Solucion: Q se puede describir, en coordenadas esfericas, como 

r = cos 2 ip, 0 < 9 < 2n, 0<ip<7i 
Notemos ademas que | sen<p| = sencp en [ 0, 7r] . Luego, 


rrr rn r2n rcos z (p 

ill dxdydz - / / / r 2 senip dr d9 dip 

JJJ o Jo Jo Jo 


-a 

= L 


cos (<p) 6 sin((p) 


d9 dip 


71 27rcos(<p) b sin(<p) 2n cos {ip)‘ 

dip = 

0 3 3 7 


47T 
0 ” 21 



5.9 OCoordenadas esfericas. 
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Ejemplo 5.41 (Intercambio de ejes). 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


El solidoQ esta limitado por las superficies y = z y 
x 2 + y 2 + z 2 = 1; en el primer octante. 


Vamos a calcular 


JJJ zdV, usando coordenadas es- 
fericas de tres maneras distintas (variando el orden de 
integration dxdydz). 



O La manera “complicada”. 

0 < cp < arctan(csc(0)) 



En este caso cp varia entre 0 y el piano y = z. Entonces, 
psencpsend = pcoscp => cp = arctan(csc(0)). 
Luego, cp = n/2 si 0 = OyO<cp< arctan(csc(0)) si 

0 < 0 < 7i 12. 

El cambio de variable seria 

x = psencp cosd, 

y = psencpsenO, \J\ = p 2 sen[cp). 

z = pcoscp. 


Como tenemos cp = cp[6), integramos en el orden dcpdO. Debemos calcular (la integral impropia) 

"7t/ 2 narctan(csc(#)) ^1 

Jo 


1 = 


r-nll narctan(csc(0)) nl 

1 1 1 p cos(cp) ■ p 2 sen[cp) d p dcp d6 

Jo Jo Jo 


Aunque parece una integral complicada, en realidad no lo es. Solo debemos usar algunas identidades. 


tan 4> = x x 

cf) = arctan(at) 



Vx 2 + 1 


a cp ~ arctan(x) 

9 cos(arctan(x)) = 

9 sen(arctan(x)) = 


\J x 2 + 1 

X 

V X 2 + 1 


9 cos 2 (arctan(cscd)) = 


1 


CSC 2 0 + 1 


0 e D- R-{kn : ke 


Esta ultima identidad se obtiene poniendo x = esc 0 si esc 0 > 0 (no debemos usar 0!). Si esc 0 < 0 => - csc0 > 0 
y la identidad se obtiene usando las identidades arctan(-f) = -arctan(f) (pues tan(-f) = -tant) y 
cos(-f) = cos(f). 
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El calculo de la integral es como sigue, 


rn!2 z-arctan(csc(0)) rl nnl 2 ^4 

1 1 / rcos(<p) -p 2 sen(ip) dp dipdO = 1 — cos(<p) -sen(</>) 

Jo Jo Jo Jo 4 


dipdd 


o 


/*7r/2 2 

/ - cos(ip) ■ sen{ip) dip d9 

Jo 4 


rirl2 j 

| --cos 2 (ip) 

Jo O 


arctan(csc(0)) 


dipdO 


-( 

8 Jo 

if 

8 Jo 


1 


8 Jo csc 2 0 + l 

^ Z’ 7T/2 J 


ld0 


sen 2 0 + 1 


■d0 


Hacemos el cambio 0 = arctan(f), d0 = 

/rr 1 


l 


1 + r 2 
l 


dt. 


V t 2 + 1 


2 1 + 1 2 

+ 1 


dt = 


z-^/2 /-arctan(csc(0)) z>l 
/ / / rcos(ip) ■ r 2 sen(ip) dr dipdO 

Jo Jo Jo 


dt 


arctan(v / 2tan0) 

+ C = + C 


/t^f 

arctan(\/2f) 

Luego, 


„ 1 f arctan(\/2tan0) A 

lim - — 

0-f 8 ^ V2 

1 7f/2 7T 


0 

0 


8 v/2 16\/2 

O La manera facil: Simplificacion con un intercambio de ejes. El cambio de variable seria 



z = psencp cos0, 

y = psencpsenO, \J\ = p 2 sen[ip). 

x = pcosip. 


Ejercicios 


5.9 OCoordenadas esfericas. 
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rrr /»7r/4 nn!2 ^ 

/// zdV - I I I [psen(<p)cos(0)] ■ p 2 sen{cp) d p d(p dd 

J J Jo Jo Jo Jo 


pn/4 r-n/2 p4 

I I — sen 2 ((p) cos (0) 
Jo Jo 4 

r*jr/4 n 

Jo Jo 

l 


”71/4 pnl 2 ^ 


dcpdO 


- sen 
o 4 

71/4 7T COS 0 


r* /4 [d l i 

cos d 

| - - - sen(20) 

Jo \ 2 4 J 

4 


nl2 


dd 


o 4 4 


de = 


n sen0 


n 1 

— , pues sen(7T/4) = — — . 

16\/2 V2 


23 


5.30 Sea S la esfera de radio 1 centrada en el origen. Verifique que 



4 

-n{e- 1 ) 
3 


5.31 Calcule, usando coordenadas esfericas, el volumen 
del solido Q limitado por el cono z 2 = x 2 + y 2 y la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 1 . 



5.32 Verifique, usando coordenadas esfericas, que el volumen del cono de base circular de radio a y altura h es 


na 2 h 



? ? z a 

Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacion x + y = — — — , tal y como se muestra en la figura. 




240 


Integral doble e integral triple. 


5.10 


5.33 Use coordenadas esfericas para evaluar la integral 


ari 


rx /4 -x*-yZ 


-v/4 -x2-y2‘ 


y W x 2 + y 2 + z 2 dzdxdy 


5.34 (Volumen de un casquete de esfera). El solido Q esta limitado por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y el piano 
z = h con 0 < h < a (el caso h = a corresponde a media esfera). Usando coordenadas esfericas, verifique que el 
h 2 ji 

volumen de Q es Vq = — — (3a- h). 


a-h n 

Ayuda: Esta es una integral sencilla (aunque asusta). Como s e n ( i// ) = (ver figura), entonces <p ~ 

a 2 

a-h ) 


arcsen 


a 


. La integral simplifica totalmente, pues el recorrido de ip serla evaluado con cos cp y 


1 


cos 7r/2 — arcsen 


a-h 


- sen arcsen 


a-h 


a-h 




(*)Singularidades. 


El metodo preferido para analizar el comportamiento de las funciones en sus singularidades es el paso al llmite. Si 
f{x,y ) es continua en una region R excepto en un punto ( a,b ) entonces definimos R e = R - B e donde B e es un 


clrculo de radio e > 0 alrededor de ( a , b). Si 11m 


“»/l 


f{x,y ) dxdy existe, entonces 


JJ f(x,y) dxdy = UmJJ 


f(x,y) dxdy 


5.10 OSingularidades. 


241 


* 


Ejemplo 5.42 


Calcular 


IT 


: dydx. 


V 1 -y 2 

Solucion: Tenemos una singularidad en y = 1. Entonces 


ff 


1 rl-e 


o \J\-y 2 


dydx = 


e-*0./n Jo 


d d 

r 


X 


dydx 


= lim / xarcseny|J e dx 


lim 


= lim/ xarcsenfl -e ) dx 


= lfm ; — arcsenfl - e) 
e-0 2 


0 


„ 1 n 

= lim- arcsenfl — e) = — . 
c^o 2 4 


Ejemplo 5.43 

Sea R elrectangulo [0,1] x [0,1]. Calcular ff dxdy. 

JJ R y/xy 

Solucion: Hay un problema en x - 0, y = 0. 


ff- 

JJr \/x 


■dxdy = lfm 


y/xy e^o Je J e y/xy 


ffi 


dydx 


= lfm4(l - sfif = 4. 

e— • '0 


Integrales impropias y primitivas El Teorema de Darboux dice que si una funcion P es primitiva de otra funcion, 
entonces P debe cumplir el Teorema del Valor Intermedio: La imagen de un intervalo es tambien un intervalo. En 
particular, las funciones que tienen una discontiniudad de salto en un intervalo, no pueden tener primitiva en este 
intervalo. Por ejemplo, 


Id 


1 


TT 


1. / ~^dx = hfCpero | — dx ^ 0, en realidad j — dx es divergente 


IT 


Ejercicios 
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2. Variaciones de este ejemplo son 


f 5 — l —dx, f 1 - 

J 2 (x-4) 2 J-i x 


dx 


h (x-4) 2 

3. En varias variables, si calculamos sin tener en cuenta las singularidades podemos obtener cosas como 


r i r 1 x 2 — y 2 r 1 f 1 x 2 — y 2 

/ I Trdxdv = -n mientras que I I 

J-iJ-i (x 2 + y 2 ) 2 J-iJ-i 


[x 2 + y 2 )‘ 


dxdy = n 


5.35 Verifique que ff dxdy = - donde R es el rectangulo [0, 1] x [0, 1], 

JJr \/x-y 


8 

3 


5.36 Verifique que JJ Inxdxdy = 2- e donde R = {(x,y) e IR 2 : 0 < x < e y , 0 < y < 1 }. 

5.37 Sea a > 0 . Calcular / / Win — t ^ „ dA si D es el disco x 2 + y 2 < a. 

Jj D \ a- x 2 - y 2 



5.10 OSingularidades. 
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Version actualizada de este libro: 
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Libros/ 




6.1 Superficies parametrizadas. 

Un parametrizacion de una superficie S en R 3 es una funcion inyectiva r : D c l 2 - I 3 , r{u,v) = 
{x{u,v),y{u,v),z[u,v)) con x{u,v), y{u,v) y z{u,v ) funciones continuas sobre D, cuya imagen es S, es decir, 
r(D) = S. La superficie S = r{D) se puede describir como 

S: r[u,v) = x[u,v) i + y{u,v) j + z(u,v) k, ( u,v)eD . 


Caso S: z- f{x,y) 

Una superficie S: z = f(x, y ) en un dominio D, se puede parametrizar como 

r[x,y) = x i + y j + f(x,y) 1c, ( x,y)eD . 
Observe que D es la proyeccion de la superficie en el piano XY. 


Ji' 


Ejemplo 6.1 


Considere la superficie S : x 2 + y 2 < 1, z = 0. Claramente 
S es el circulo de radio 1 en el piano XY, centrado en el 
origen. 
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Para describir a S podemos escribir S : z = 0 en el dominio D = {x 2 + y 2 < 1}. Pero mas conveniente es 
parametrizar S como 

r(x,y) = x i + y j + 0- k, (x,y) e D. 


* 


Ejemplo 6.2 


Sea Si la portion del paraboloide z = x 2 + y 2 entre z = 0 
y z = 1. Entonces Si se puede parametrizar como, 


S : r(x,y) = x i+y j + (x 2 +y 2 ) k, (x,y) e D - {(x,y) : x 2 +y 2 < 1}. 


Tambien, z = x 2 + y 2 se podria ver como circunferencias 
de radio \fz, entonces 

S : r(0,z) = \/zcos t i+s/z sin t j+z fc, 6 e [0,2n[ y z e [0, 1]. 



S 


Ejemplo 6.3 


Sea Si : x 2 + y 2 = a 2 , 0 < z < h. Si es el cilindro de la figura. Esta 
superficie se puede parametrizar como 

r(0, z) = acosd t+asend j+z k, con (0,z) e D = [0,27 t[x [0, h]. 



Y 


6.2 Superficies regulares. 

Sea S : r{u,v) = x{u, v) i + y{u, v) j + z[u, v) k con ( u , v) e D. r es de clase C 1 si x(z<, v), y{u, v ) y z{u, v) son de 

dr I dx dy dz 


clase C 1 (funciones continuamente diferenciables) . En este caso, consideremos los vectores — = 

du 

dr dx dy dz 
dz; \dv’ du’ dv 


,du’ du’ du, 


6.3 Area de una superficie. 
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Definicion 6. 1 


Sea D abierto y sea S una superficie parametrizada por r:DcR 2 — * 0? 3 de clase C 1 . Decimos que Si es una 

dr dr 

superficie regular en lu, v) si — x — ^ 0. Si Si se puede partir en un numero finito de elementos regulares se 

du dv 


dice regular a trozos. 


Caso z = f{x,y ) 

Observe que si S : z = fix, y) entonces si r(x,y) = x t + y j + fix, y) lc en D con f x y f y continuas, 


dr dr 

du dv 


(-fx, -fy, 1 ) * 6 . 


con lo cual la superficie Si es regular en D. 


6.3 Area de una superficie. 

La idea de la definicion de area de una superficie parametrica es la siguiente. 



(a) 



Partimos D en n rectangulos como (a). El rectangulo Djj tiene area AujAvj. En cada Djj se toma el punto (iij, vj) 
mas cercano al origen. En el punto r(u,-, Vj ) de la superficie Si, el piano tangente tiene ecuacion 

Ti\rlui,Vj) + tr u lui,Vj) + sr v lui,Vj), con fiselR. 

La porcion de superficie de Si que es imagen de a Djj se puede aproximar con un paralelogramo en el piano tangente 
de lados A Uj r u , A.Vjr v . Como es sabido, este paralelogramo tiene area 

1 1 A Ui r u x A vj r v \\ 

Sacando los escalares y sumando el area de todos los paralelogramos tenemos 

Area de la superficie S = ^ II r u x r v \\Aui Avj 
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Definicion 6.2 (Area de una superficie). 

Sea Si una superficie regular definida sobre un conjunto abierto medible D. Digamos que 

S : r[u,v) = x[u, v ) i + y{u,v) j + z{u, v) lc con [u, v ) £ D. 


Entonces, el area As de la superficie S es 


A S = 



dr dr 

du dv 


dudv 


Si S = Si u ... u S m es la union finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas que 
forman parte de sus fronteras entonces, 


As - Asj + Asj + As 2 + ... + As k 


Caso S: z - f[x,y), 

Si S : z = f(x, y), una parametrizacion es r (x, y) = x i + y j + fix, y)lc y 


dr dr 

dx dy 


= \/l + fx + fy . Entonces, 


A S = 


-1 


1 + fx +/y 


Caso S : F{x, y, z) - 0 

Si S : F [x, y, z) = 0 donde S se puede proyectar uno a uno sobre una region D del piano XY y si F define a z 
como funcion de x e y y si F z ^ 0 entonces z x = - F X IF Z y z y = - F y /F z y la formula anterior quedarla 



v'^ +f i +F i 

i jy 


dA 




6.3 Area de una superficie. 

Area de una superficie- Proyectando sobre varios varios pianos. 
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Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D. 


a) Proyectando sobre XY: Si S : z = z{x,y) o S : F(x,y,z ) = 0, con (x, y) e D 


xy 


= 1 


A s = II \/l + z 2 x + zl dA o, en version implicita, As = 


-JL 


■N 


p 2 . p 2 . 772 

— L i dA con F z^0 en D xy 


b) Proyectando sobre XZ : Si S : y = y(x,z) o S : F(x,y,z] = 0, con (x,z) e D x 


= 


/ 1 J 1 + y\ + y\ dA o, en version implicita, A$= 1 

JJd xz JJd xz \ 


, p2 , -n2 

x y z -dA con Fy^O en D x 


F 2 

y 


c) Proyectando sobre Y Z\ Si S : x = x(y, z) o S : F(x, y, z) = 0, con (y, z) e D 


yz 


= JL 


A S = II \/l + Xy + x 2 z dA o, en version implicita, As 


-JL 




Pl + F 2 y + F 2 z 


d A con F x t 0 en D 


yz 


* 


Ejemplo 6.4 (Usando coordenadas rectangulares). 


Plantear las integrales que dan el area de la superficie S = 
Si + S 2 tal y como se muestra en la figura de la derecha. 
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Solucion: Podemos proyectar sobre el piano Y Z. Tenemos 


A s = As, + As 2 

La superficie Si tiene ecuacion F(x,y,z ) = 0 con 

F(x, y, z) = x 2 + y 2 - 4 

La superficie S 2 tiene ecuacion x = 2\/3 - V3y. Entonces, 


= 


1 


N 


rl+r 2 y+rl 


dA + 


1 


Xy + x 2 + 1 dA 



1 r 2 -^ / 4x 2 + 4v 2 + o 2 r 2 r 2- ^ 

1 • -dzdy + J J v3 + 0+ldydz 


4x 2 


f f 

J112J0 

f 2 ~y 1 4(4 - y 2 ) + 4y 2 + 0 2 


// 


n 2-y 

2 dydz ~ 2.18703 


4(4 — y 2 ) 


* 


Ejemplo 


6.5 


(Usando coordenadas rectangulares). 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Calcular el area de la superficie S : y + x 2 + z 2 = 4. 

Solucion: La proyeccion sobre XZ es el clrculo 
x 2 + z 2 = 4 y la ecuacion de la superficie es 


S : y = 4 — x 2 — y 2 . 



6.3 Area de una superficie. 
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Primera manera: 


As 


Jj D \J± + y 2 x + yldA 

// V 1 + 4x 2 + 4 z 2 dA, cambio de variable: 
JJd xz 

rr 2 vT 

Jo Jo 


X 

z 


+ 4r 2 cos 2 6 + 4r 2 sen 2 9 rdrdd 


f*nl2 n 2 

rv/l 

Jo Jo 


+ 4r 2 drdO 


L 


nl2 (l + 4r 2 y 


12 


de = — (17 \/l7-l) a 9.04423. 
24 


r cos 6 
r send, 


Segunda manera: Podemos usar la parametrizacion r{y,6) = yjA- y cosd i + y j + a/4 - y send k con ye [0,4] 
y 9 e [0,7t/2]. 





dr dr 

dy X d6 


dydd = 




\J\H\- y dydd 


— (17 Vl7 — 1). 
24 


S' 


Ejemplo 6.6 


Calcular el area de la superficie S : y + z = 6 tal y como se ve en la figura (a). 

® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Solucion: Como S : y(x, z) = 6 - z, usamos la parametrizacion r (x, z) = x i + (6 - z) j + z k sobre la region D 
definida por x e [0, V2] y 2<z<4-x 2 . Entonces y x = 0 y y z = -1. La proyeccion sobre D xz se ve en la figura 
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(b). 


As = 


JJ d \Ji + yl+y 2 zdA 

/»v/ 2 r4—x 2 

/ / Vzdzdx 

Jo Jo 

rd 2 

V / 2(4 
Jo 


- x ) dx = 20/3 


Ejemplo 6.7 


(Parametrizando con coordenadas esfericas y con coordenadas rectangulares). 


Calcular el area de la superficie de la esfera S : x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

Solucion: Vamos a calcular de dos maneras, parametrizando con coorde- 
nadas esfericas y parametrizando con coordenadas rectangulares (mas 
complicado). 



Primera manera:Coordenadas esfericas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esfericas, 
S : r( 6 ,(p) = asencpcosd i + aserupsend j + acosip fc, con {9,ip) e D = [0,27r[x [0,7r] 




{-asenO sen cp, acosd serup, 0) 

(a cos 6 cos ip, acoscp send, -asenip) 


dr dr 

dd dz 


= a 2 sen <p 


As =fL"~* 


dr dr_ 

d \\dd dip 


r 2n r n o 2 

dipdd = a sencpdipdd = 4 a n. 

Jo Jo 


Segunda manera:Coordenadas rectangulares. Usamos la parametrizacion r(x,y) = xi + y j + \J a 2 -x 2 -y 2 k. 
Solo vamos a calcular el area de la parte superior de la esfera. El area total la obtenemos multiplicando por dos. 


o Zv 


» Zy - 


\J a 2 - x 2 -y 2 

y 

\/ a 2 - x 2 - y 2 


As = 


= 2 l 


1 + z 2 + z 2 dA 


= 2 l 


I x 2 + y 2 _ 

1 H ^ 77 dA 

a- x z - 
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Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se indefinen en la 
frontera del circulo (si r = a). La integral se calcula desde 0 hasta r = e con 0 < e < a. A1 final hacemos e — * a. 


As 




x 2 + y 2 J 
1 H ^ ^ dA 


d V a - x 2 - y 2 


r Z71 f e a 

= 2 / rdrdd si ;e — (integral impropia!) 

Jo Jo v a 2 — r 2 

f 


= 2 / a 2 d0 = 4 a 2 n 


9 Para calcular 


r e a 

| r dr hacemos u = a - r , du = -2r dr. Queda 

Jo ^2372 


if 

2 Ja? 


Cl Cl \fu 

, — — du- 

2j«2 y/U 2 1/2 


= a 2 - a\J a 2 -e 2 — » a 2 si e — * a. 

'■ + F 2 

dA. En este caso F{x,y,z ) = 


Pl + F 2 y + F 2 z 


Nota: Observe que tambien se pudo calcular con = JJ 

x 2 + y 2 + z 2 - a 2 = 0. Puesto que esta formula solo se puede usar si la proyeccion es uno a uno con la superficie, 
solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a polares, la integral queda igual al calculo 
anterior. 


* 


Ejemplo 6.8 (Usando una parametrizacion de S). 


Calcular el area del cilindro x 2 + y 2 - a 2 de altura h, es decir 
0 <z<h. 

Solucion: Como ya vimos, la parametrizacion de esta superficie 
es 

r(0,z) = acosd i+ a send j + z k, (0,z) e D= [ 0 , 27 r[x [0, h]. 
Luego, 

9 rg = {-asenO, acosd, 0) 

9 r z = (0,0,1) 


9 

Entonces, 


dr dr 

d6 dz 


= ]|(acos0,asen0,O)|| = a. 


-I 


. _ ,1 dr dr 

S ~ l l D \\dd*dz 


r2n rh 

dzdO = I I adzdd = 2hna. 
Jo Jo 
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6.4 Integral sobre una superficie. 

Supongamos que tenemos una region plana S y queremos determinar la cantidad de “fluido” a traves de S (se supone 
que el fluido puede atravesar la region). La cantidad de fluido es “densidad por vo lumen.” Si el flujo se mueve con 
velocidad constante V, entonces durante un intervalo de tiempo At llenara un cuboide de base S y “extension” (arista) 
At V. El volumen de este cuboide es “area de la base” AS por “altura”, la altura h se calcula con la proyeccion de V 
sobre el vector normal unitario a S, denotado N. Como se sabe, h = AtV ■ N, entonces 

V s = VNASAt 



La masa del fluido es AM = pV ■ N AS At donde p es la densidad. La densidad del fluido es F = p V y el flujo total es la 
masa de fluido que pasa a traves de S en una unidad de tiempo: F ■ N AS kilogramos por segundo. 

Ahora digamos que tenemos una corriente de fluido en el espacio con velocidad V (x, y, z) y densidad (masa por unidad 
de volumen) p{x,y,z ) encadapunto {x,y,z). El vector densidad de flujo 

F{x, y, z) = V{x,y,z)p(x,y,z ) 

tiene la misma direccion que la velocidad y nos dice cuanta masa de fluido circula por el punto (x, y, z) en la direccion 
de V (x, y, z), por unidad de area y de tiempo. 

Para sugerir una definicion razonablede como medir la masa total de fluido que atraviesa una determinada superficie 
Si en el tiempo, se considera la superficie Si parametrizada por r{u, v ) en una region rectangular D. Sea N el vector 
unitario normal que tiene la misma direccion que el producto vectorial fundamental, 

dr dr 

du dv 

dr dr 

du dv 


N = 


(6.1) 


6.4 Integral sobre una superficie. 
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Para medir la cantidad de fluido que pasa a traves de Si en la unidad de tiempo y en la direction de N, se des-compone 

elrectangulo D en m subrectangulos Di,D2,...,D m . Sean Si,S2 S m las correspondientes porciones de superficie 

en S. Llamamos A Sk a la /c-esima portion Sk- Si la densidad p y la velocidad V son constantes en S , t y S, t es 
suficientemente plana, el fluido que atraviesa Sk en la unidad de tiempo ocupa un solido cilmdrico oblicuo con base 
Sk y eje determinado por el vector velocidad V. 





Como el area de Sk es AS^ = 
altura), 


dr dr 

du dv 


AukAvk, el fluido sobre Sk ocupa un solido cilmdrico de volumen (base por 


AS k pVN = FNAS k ~FN 


dr_ dr_ 

du dv 


Au k Av k 


m 

Esto sugiere que la suma ^ F -N A Sk puede ser una aproximacion aceptable de la masa total de fluido que atraviesa 

k= 1 

Sk en la unidad de tiempo. 


Si ponemos f{x, y,z) = F ■ N, tenemos la siguiente definition (la notation D significa D = interior(D) u dD) 


Definicion 6.3 

Sea D un abierto medible y Si una superficie regular parametrizada por la funcion r{u, v), de clase C 1 en D, 

dr dr 

> 0 para todo (u, v) e D, r es una biyeccion entre D y S. 


du dv 


donde {u, v) e D, de modo que 
Sea f{x, y, z) una funcion definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de / sobre Si por 


ff f[x,y,z)dS = ff . 
JJSi JJd 


fir[u, v)) 


dr dr 

du dv 


dudv. 


Si S = Si u ... u S m es la union finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas que 
forman parte de sus fronteras entonces, 
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y,z)dS 



y, Z] (IS 


o Integral de superficie con coordenadas rectangulares. 

Caso Si : z - fix, y) 

Si Si : z = /(x,y ) con / de clase C 1 sobre D, se puede parametrizar Si con con r(x,y ) = 
xt + y ] + f{x, y) k y entonces 



y,z)dS 


JJ g( x > y- /c*> y))\l l + fx + f) 


dxdy. 


Integral superficie-Proyectando sobre varios varios pianos. 

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D. 

a) Proyectando sobre XY: Si S : z = z(x,y) o S : F{x,y,z ) = 0, con (x,y) e D xy 
JJ^gix,y,z)dS = gix, y, z(x, y))yj\ + z 2 x + z 2 dA, 
o, en version implicita, 


// g{x,y,z)dS= // g(x,y,z(x,y)) 

JJs JJd , 


N 


fl + Fy + Fl 


dA con F z ^0 en D 


xy 


b) Proyectando sobre XZ: Si S : y = y(x,z) o S : F(x,y,z) = 0, con (x,z) e D xz 

// g(x,y,z)dS = // g(x,y(x,z),z) Jl + y 2 + y 2 dA 

JJs JJd xz 

o, en version implicita, 


// g(x,y,z) dS = 1/ g(x, y(x, z), 
JJS JJd xz 


Z] 


\ 


F\ + F 2 y + F 2 z 
Fy 


dA con F v ^ 0 en D x 


c) Proyectando sobre FZ: Si S : x = x(y, z) o S : Fix, y, z) = 0, con (y, z) e D 


yz 
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JJs g(x, y,z)dS = g[x[y,z),y,z) \J 1 + x 2 + x\dA 


o, en version implicita, 


// g{x,y,z)dS = // g(x(y,z),y,z) 

JJs JJd vz 


N 




dA con F x ^ 0 en D 


yz 


* 


Ejemplo 6.9 


Calcular la integral de superficie 


rr 


z + x* 


: dS con Si la portion 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




JJSi Vl + 4x 2 

de la superficie z = 4- x 2 limitada por el piano x + 2y = 4, como se 
muestra en la figura 


Solution: En coordenadas rectangulares, y 1 + z 2 + z 2 = n/1 + 4x 2 , 

ff dS = ff ^£±£y/I7^dA = f 2 t X/ \dydx= 12. 

jJs\ \ 1 + 4x 2 JJ d v/ 1 + 4x 2 Jo Jo 



Ejemplo 6.10 (Integrando sobre YZ). 


Calcular la integral de superficie JJ 2xyz dS con Si la parte del piano y = x limitado por z = x 2 + y 2 , como se 


muestra en la figura. 



® Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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Solucion: La superficie Si solo se puede proyectar en los pianos XZ o en YZ. La curva C de la proyeccion en 
el piano Y Z se obtiene como la intersection del piano y el paraboloide: C : y = xnz = x 2 + y 2 => C: z = 2 y 2 . 


Como proyectamos en Y Z, entonces Si : x = y y a /! + xl + x 2 = V2. Luego, 


IL 2xyzds = SI 


2 xyz 1 + Xy + xj dA 

n 2 y 2 

2y 2 zV2dzdy = 4\/2/7 


9 


Ejemplo 6.n 


rr 4 xvz 

Calcular la integral de superficie II z + 2x+ - y dS con Si la parte del piano - + — + - = ! situada en el primer 


octante. 


JJSr 


2 3 4 




Solucion: Como Si : z = 4-2x--y entonces \Jl + z 2 + z 2 = \/6T/3. Las variables de integracion son x e y as! 
que debemos sustituir z en el integrando, 


JJ z + 2x + 4/3y dS 


JJ (z + 2x + 4/3 y) \J l + z 2 + z 2 dA 


- II 

- n 


D 

2 /-3-3X/2 
0 


4 4 1 a/61 , , 

4-2x — v + 2x+-y dydx 

3 3 3 


2 p3-3xl2 y/qY 

4 dydx = 4\/6L 
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Ejemplo 6.12 

Sea a > 0 y sea 1= ff — — - dS con Si el cilindro x 2 + y 2 = a 2 limitado por los pianos z = 0 y z = h. 
JJsi a 2 + z 2 


a. ) Calcular I usando coordenadas rectangulares, Si : x = \J a 2 -y 2 . 

b. ) Calcular 7 usando la parametrizacion Si : r{0,z) = acos0 i+a send j + z k, (6,z) e D = [~n/2,nl2\ x 

[0 M 




Solucion: 


a.) Proyectando sobre YZ, Si : x = \J a 2 - y 2 . En este caso, 1 + x 2 + x 2 = 

ffs 1 ^Tz 2ds = IL ^ 2 7^^=^ dydz 


V a2 - y 2 


r a a r h l 

j dy 1 — -dz (la primera integral esimpropia), 

J-a^/a 2 -y 2 Jo a 2 + z 2 


a-e 1 

'Z\ 

h ( ” 

71) 

1 

(h) 

• — arctan 

- 

= a- 

+ a — 

- arctan 

— 

-a+e CL 

<a> 

o ' 2 

2> 

a 

, ^ t 


= 11m aarcsenf 

e^0 + \a> 


b.) En este caso, esta es la manera facil. Usando la parametrizacion uno-uno 

r{0,z) = acosO t+asend j + z k, ( 9,z ) e D- [-nl2,nl2] x [0 ,h]. 
9 rg = {-asenO, acosO, 0) 

9 r z = (0, 0, 1) 


dr dr 

dd dz 


= ||(acos0,asen0,O)|| = a. 
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ff ~^— 2 dS= ff ~^— 2 

JJs i a 2 + z 2 JJd a 2 + z 2 


dr dr 

dd dz 


/ n/2 rh 
-pi/2 JO 


dzdd = 


o a 2 + z 2 


dzdd = ;rarctan — 
a 


r 


Note que usando esta parametrizacion no tenemos problemas de singularidades. 


* 


Ejemplo 6.13 


(Usando coordenadas esfericas). 


Considere la integral de superficie / = JJ In zdS con Si 
el casquete de esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1, | < z < 1. 



a. ) Calcular I usando la parametrizacion (coordenadas esfericas) 

Si : r{d,<p) = (sen<p cosd, sentpsend, costp), con [d,<p) e [ 0 , 27 r[x [0,7t/3]. 

b. ) Calcular I usando la parametrizacion 

Si : r(z,0) = Vl - z 2 cos t i + \/l - z 2 sen t j + z k con ^ < z < 1 y d e [0,27r[. 

c. ) Calcular I usando coordenadas rectangulares 

Solucion: 

a.) Vamos a usar una parametrizacion del casquete de la esfera basada en coordenadas esfericas. Observe que 
los parametros son d y cp. En este caso, p = 1 . 

x = sentpcosd 
v = sen cp sen 0 

< => r[d,cp) = [serup cosd, sencpsend, coscp) , con {d,ip) e [0, 2zr[x [0,7 t/3]. 

z = cos ip 

El valor ip = nl 3 se obtiene de resolver z = 1 ■ cos cp = Luego, 


co| q 
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9 rg = (—sin d simp, cos 6 sin </?, 0) 


9 r v = (cos0 coscp,coscp sin0,-sin(p) 


dr dr 

d6 dip 


= serup>0 en [0,^/3], 


Las variabbles de integration son <p y 0, asi que debemos sustituir z en el integrando. Para resolver la 
integral se hace la sustitucion u = cos ip, 


r*r* r*2.JT rJl/3 n£Tl r*C0SJll6 

If In zdS= I I \n{cosip)senip dipdd = - / 1 ln(n ) dudd = n (ln2 - 1) 

JjSi Jo Jo Jo J 1 

b.) Como Si : x 2 + y 2 = 1 - z 2 , con | < z < 1; podemos parametrizar el casquete como 

r(z,0) = V l - z 2 cos t i + V l - z 2 sen t j + z k con - < z < 1 y 6 e [Q,2n[. 


2 n rcosn/3 


dr dr 
dz dd 


( — v 7 1 — z 2 cos t, -Vl- z 2 sen t, -z) 


= 1 


En este caso las variables de integracion son z y 0 asi que no hay nada que sustituir en la integral, 

ff In zdS= \ 2n f 1 

JJs, Jo Jn 


r»2l l r* 1 

InzdS = | I ln(z) • 1 dzdQ = = n (ln2 - 1) 
I Si Jo J 1/2 


c.) En coordenadas rectangulares Si : z = \Jl-x 2 -y 2 , con z e [1/2,1]. Entonces la proyeccion sobre el 
piano XY esta entre las circunferencias x 2 + y 2 = 3/4 y x 2 + y 2 = 1. Las variables de integracion son x e y 
asi que debemos sustituir z en el integrando, 

In zdS = II ln(z) \Jl + z 2 + z 2 dA 
JSi JJ D 


H, inzds = If 

= // D log(v/l-x 2 -y 2 


x 2 + y 2 

1 + -dA, (pasamos a polares), 


1 - x 2 - y 2 

= log(\/ 1 - r 2 ) 1 dr dd (usamos la sustitucion u 2 = 1 - r 2 ), 

Jo Jvm, VT^T 2 

= n (In 2 - 1) (la integral es impropia, se calcula con 0). 


Ejercicios 
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6. 1 Determine el area de la superficie Si de ecua- 
cion z = x 2 + y 2 que se encuentra limitada por los 
pianos z = 4, z = 1, y = x y el piano y - 0, tal y 
como se muestra en la figura 




6.2 Sea S la superficie del cono z 2 = x 2 + y 2 compren- 
dida entre z = 0 y z = 1. Usando integral de superficie, 
calcular el area de la superficie S. 





6.4 Integral sobre una superficie. 


263 


6.4 La superficie S es el trozo del cilindro z- x 2 = 0 que 
esta limitado por los pianos y = 0, y = x y z = 4, en el 
primer octante. La Superficie S se muestra en la figura 
que sigue. Calcule el area de S. 



6.5 Determine el area de la superficie S de ecuacion z= x 2 +y 2 
que se encuentra limitada por los pianos z = 1, z = 3, y = x y el 
piano x = 0, tal y como se muestra en la figura. 



6.6 Sea F{x, y, z) - (xy, x, z+ 1) y sea S la porcion de superficie 
de ecuacion z = 4 - y 2 limitada por las superficies z = 3, x = 4, 
z = 0y x = y, tal y como se muestra en la figura de la derecha. 


Calcular 



+ z + IdS 
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6.7 Calcule la integral de superficie Jj (x 2 + y 2 + z) dS 

donde S es la superficie de ecuacion z = 9 - x 2 - y 2 , limi- 
tada por el piano z = 0 tal y como se muestra en la figura 
a la derecha. 



6.8 Sea Q el solido que se muestra en la figura a la 
derecha y sea S la frontera de Q, es decir, S = dQ. 

Calcule J F-NdS donde F(x,y, z) = (x 3 + senz, x 2 y + 

cosz,tan(x 2 + y 2 )) 


6.9 Calcule el area de la superficie S tal y como se mues- 
tra en la figura a la derecha. 



6.5 Integral de flujo. 
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6. 1 0 Calcule el area de la superficie S tal y como se mues- 
tra en la figura a la derecha. 


z = 4 - x 1 



6.5 Integral de flujo. 

Si F es la densidad de flujo de una corriente de fluido y At es el vector unitario normal a Si definido por 


N = 


dr dr 

du dv 

dr dr 

du dv 


entonces la masa total de fluido que pasa por Si por unidad de tiempo en la direction de N es 



F-NdS 



F{r(u, v))- 


dr dr 

du dv 

dr dr 

du dv 


dr dr 

du dv 


dudv 


IL 


dr dr 

F[r{u, v)) ■ — x — dudv 
d du dv 


Caso z- f{x,y ) 

Como consecuencia tenemos que si S : z = f(x,y) con / de clase C 1 sobre D, se puede parametrizar Si con 
r{x,y) = x i + y j + f(x,y) k y entonces 



FNdS 


l- 


F{x,y,z) ■ {-f x , -f y ,l)dxdy 
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Orientacion. Nuestra expresion para el flujo total lleva impllcita la escongencia de uno de los dos vectores normales 
unitarios. Escoger un vector unitario para la region Si es equivalente a “orientar” la region (como veremos ma 
adelante). Esta escogencia de N decide el signo de F ■ N. 


En lo que sigue, siempre vamos a escoger N = 


dr dr 

du dv 

dr dr 

du dv 




Integral de Flujo- Proyectando sobre varios varios pianos. 

a) Proyectando sobre XY: Si S : z = z(x,y) o S : G(x,y,z) = 0, con (x,y) £ D xy 



FNdS 


1/ F{x,y,z{x,y))-{-z x ,-z y ,l)dA, 

•U D X y 


o, en version impllcita, 


JJ^F-NdS = JJd F(x,y,z(x,y))-(G x ,G y ,G z )-^-dA con G z ? 0 en D xy 


b) Proyectando sobre XZ: Si S : y = y(x, z) o S : G(x, y, z) = 0, con (x, z) e D x 

ff F -NdS = ff F(x,y(x, z),z) ■ [—y x , l,-y z ) dA 
JJs ““Dxz 


o, en version impllcita, 

JJ^F NdS = JJd F{x,y{x,z),z)-{G x ,G y ,G z )-^-dA con G y ? 0 en D xz 


c) Proyectando sobre Y Z: Si S : x = x(y, z) o S : G(x,y, z) = 0, con [y,z) £ D yz 


6.5 Integral de flujo. 
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ff FNdS = ff F(x(y,z),y,z) ■ (l,-x y ,-x z )dA 
JJs JJd vz 


o, en version implicita, 

JJ^FNdS = JJd F{x(y,z),y,z)-(G x ,G y ,G z )-^- dA con G x # 0 en D 


9 


Ejemplo 6.14 


Calcular Jj F-NdS si F(x,y,z) = (z+ 1) k y Si es la 
superficie z = 2 + y con x 2 + y 2 = 1. 

Solucion: La superficie S tiene ecuacion z = 2 + y. 
D xy es el circulo de radio 1. Entonces, 


& 


FNdS = 


|l (0,0,z+l)-{-z Xl -Zy,l)dxdy 
J J D X y 

ff (0,0,2 + y+ 1) • (0,-1, 1 ) dydx 

JjD X y 

|| y + 3dydx 

JJ D X y 
n2j T n 1 

| | (3 + r send)r drdO 

Jo Jo 

f 2n 6 + sen(0) 

/ dd = 37r. 

Jo 4 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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* 


Ejemplo 6.15 


Sea F{x,y,z ) = (0,y,0) y S el cilindro z = 2- desde 


y = 0 hasta y = 2, como se ve en la figura. 

II 


Calcular fj F-NdS 

Solucion: Intuitivamente, el flujo no pasa a traves de la 
superficie S, asf que la integral de flujo deberfa ser 0. 



En este caso solo se puede proyectar sobre YZ o XY. La proyeccion sobre YZ es un rectangulo. Sea 

x 2 

S : G(x, y,z) = 0 con G(x, y, z) = z - 2 + — . Entonces, 


IIs F NdS IL 


vg r 2 r 3/2 l r 2 r 3/2 

F ■ — dA = I I (0, y, 0) ■ [x,0, 1)- dzdy = / / 0 dzdy = 0 

G x Jo Jo x Jo Jo 


Ejemplo 6.16 


Calcular JJ F-NdS si F(x,y,z) = (x, yz, xy) y S el cilindro de 

ecuacion y = 4 - x 2 limitado por el piano x + z = 2, tal y como 
se muestra en la figura de la derecha. 


Solucion: La superficie S tiene ecuacion G[x,y,z) = 0 
con G(x, y, z) = y + x 2 + 4 . La proyeccion de S sobre el piano 
XZ es un triangulo. 




6.5 Integral de flujo. 
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II 


F-NdS = 


ff (x,yz,xy)-^ dA 

= // (x,yz,xy)-(2x,l,0)dA 

•J'JDxz 

r 2 c 2 ~ x ? 

= 2x + yzdzdx 

Jo Jo 

- ff 


"2 rl-x 


2x 2 + (4 - x 2 )z dzdx = 


112 

nr 


* 


Ejemplo 6.17 


Calcular JJ F-NdS si F{x,y, z) = 4xz l + yz A j + z z 1c y 
S es la superficie z 2 + y 2 + x 2 = 4 entre z - 1 y z = 2. 

Solucion: La superficie S tiene ecuacion G{x,y,z ) = 0 



217T 

4 
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6.11 Calcule/ = JJ F- NdS donde F es el campo vec- 
torial dado por F[x, y, z) = y t - x j + 8z k y Si la parte 
de la esfera de ecuacion x 2 + y 2 + z 2 = 9 que se encuen- 
tra dentro del cilindro x 2 + y 2 = 4 , como se observa en la 
figura. 



6.12 Sea F{x,y,z ) = xy 2 i + x 2 y j + y k. Sea Si es la su- 
perficie dada por S = S a u Sy u S c donde S a , Sj,, S c son 
las tres superficies frontera del solido Q limitado por 
x 2 + y 2 = l, z=lyz = -l como se ve en la figura. Cal- 


cule 


l 


F -NdS donde N es el vector normal unitario 


exterior a Q. 



6. 1 3 Sea F(x,y,z) - x i + y j + z k y E es la superficie 
de ecuacion z = 1 + x 2 + y 2 , con 1 < z < 3, tal y como se 

muestra en la figura. Calcular JJ F -NdS. 




6.6 Superficies orientables. 
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6. 14 Sea F{x, y, z) = (0, x + y, z). Calcule la integral de 
superficie IIs FNdS , donde S es el trozo de cilindro de 

ecuacion z - 1 - (x - 2) 3 que esta limitado por los pianos 
y = 0, y = 3, z=lyz = 2taly como se muestra en la 
figura. 



6. 15 Sea S la superficie de ecuacion z = x 2 + y 2 que se 
encuentra limitada por los pianos z = 1, z = 3, y = x y el 
piano x = 0, tal y como se muestra en la figura. Calcule 

F N dS si F{x, y, z) = (x, y, z 2 ) 


II 



6.16 Sea F{x,y,z) = (xy, x, z + 1) y sea S la porcion de 
superficie de ecuacion z = 4 - y 2 limitada por las superfi- 
cies z = 3, x = 4, z = 0 y x = y, tal y como se muestra en 


la figura de la derecha. Calcular 



FNdS. 



6.6 Superficies orientables. 


Sea S una superficie y r[u, v ) una parametrizacion de Si . Los vectores normales a S, en ( u , v), puede escogerse entre 
los dos vectores unitarios opuestos 


dr dr 

du dv 

dr dr 

du dv 


N[u, v) = ± 
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Caso S: z- f{x,y ) 

En el caso de que S: z = fix, y ), si r(x,y) = x t + y j + fix, y) k y entonces 

\t r \ (~fx>~fy> 1 ) fxi ~fy< 

N+{x,y) = = y JV_(x,y) = -■ 


/x Z + /y Z + l 


/* 2 + /y 2 + 1 


Si la superficie tiene dos “caras”, el signo hace que cada vector normal este en un lado u otro de la superficie. Este 
hecho se usa para “orientar” una superficie. Orientar una superficie significa escoger un signo para N, una cara de la 
superficie es caracterizado N y la otra cara por —N. Como N depende de la parametrizacion r, es esta la que al fin y 
al cabo orienta la superficie. 

En el caso de una esfera, cada vector N+ (x, y) (con signo positivo) apunta al exterior y el cada vector N- (x, y) apunta 
al interior 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 




Definicion 6.4 

Si en cada punto (x, y, z ) de la superficie regular Si es posible asociar un vector unitario N(x, y, z) de tal manera 
que como funcion, N sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que Si es orientable. 


Como dectamos, la definicion supone que la superficie tiene dos lados. Uno de los lados queda determinado por la 
funcion continua N{x, y, z) sobre Si y el otro lado por la normal de signo contrario. 



6.7 Teorema de la Divergencia. 
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Hay superficies de una sola cara, como la banda de Mo- 
bius, que no son orientables. En la figura que sigue tene- 
mos una banda de Mobius. Note que la escogencia de N 
no orienta la banda, es decir, si escogemos uno de los N , 
la presencia de estos vectores N “arriba” y “abajo” de la 
banda, muestran que hay una sola cara. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



En las integrales de flujo que hemos calculado, hemos usado el vector normal unitario fundamental N + . No siempre 
este es el vector que se elige para los calculos. Algunos teoremas requieren superficies orientadas con vectores 
normales unitarios hacia el exterior. 

Convenio para superficies cerradas. En el caso de superficies cerradas, se conviene en que si N apunta hacia afuera, 
esta es “la orientacion positiva”y si N apunta hacia adentro, esta es “la orientacion negativa”. 


6.7 Teorema de la Divergencia. 

Ahora nos interesa analizar el flujo de un campo vectorial F(x, y, z) = (P, Q, R) continuamente diferenciable, a traves de 
la frontera S = dQ de un solido simple Q, en la direccion del vector normal unitario exterior a dQ. El flujo total se 
puede separar entre el flujo que entra al solido y el flujo que sale, en cada cara del solido el flujo podrla ser distinto. 


En un caso sencillo, se toma un cubo Q centrado en (a, b, c ) con aristas paralelas a los ejes. Calcular el flujo sobre 
S = dQ requiere calcular el flujo sobre cada una de las caras. 



En la cara que contiene al punto ( a + Ax/2, b, c ) (punto rojo en la figura anterior) la estimacion del flujo total F t x+ serfa 


Ft x+ ~ F{a + Ax/2, b, c) • (l,0,0)AyAz = P{a + Ax/2, b, c)AyAz 
En la cara (opuesta) que contiene al punto ( a - Ax/2, b, c) la estimacion del flujo total F t x - serfa 


Ft x - ~ F{a + Ax/2, b, c ) • (-l,0,0)AyAz = -P{a- Ax/2, b,c)AyAz 


Luego el flujo total estimado en ambas caras serfa, 
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F tx+ + F t x - 


[P{a + Ax/2, b,c) - P{a- Ax/2, b,c)]Ay\z = 


dP 

dx 


[a,b,c)AxAyAz si Ax 


0 


De manera similar, si AV es el volumen de la caja, el flujo total en las caras paralelas a los pianos y = 0 y z = 0 seria 
dQ , dR , 

aproximadamente — ( a,b,c)AV y — (a,b,c) AV, respectivamente. 
dy dy 

Asi, el flujo total a traves de S = dQ con vector normal exterior, seria aproximadamente 


dP dQ dR' 
,dy + dy + dy, 


AV 

( a,b,c ) 


Asi, el flujo total que pasa a traves de la frontera de una pequena caja de centra ( a , b, c ) es un escalamiento del 

dP dQ dR 

volumen, el factor de escalamiento 1 1 , evaluado en el centro, se llama divergencia. 

dy dy dy 


Definicion 6.5 

La divergencia del campo vectorial F = (P,Q, R) es el campo escalar 


DivF 


dP dQ dR 


Si F es continuamente diferenciable, DivF es continuo y si Q; es una caja de diametro pequeno, entonces 


DivF A 1^ « JJJ DivF dV 


Pero como DivF A V es aproximadamente el flujo total a traves de la frontera de Q ; , en la direccion del vector normal 
exterior, entonces 


///o mvFrfy 



F-NdA 


La generalizacion es llamada el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss. 


6.7 Teorema de la Divergencia. 
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Teorema 6.1 ((Teorema de la Divergencia). 

Sea Q un solido limitado por una superficie orientable Si y sea N el vector normal unitario siempre exterior a 
Q. Si F es un campo vectorial de clase C 1 sobre Q entonces 


III Q m '' Fdv - 



FNdS 


donde DivF = P x + Qy + Rz si F = [P, Q, R) . 


3 


Ejemplo 6.18 


Calcular JJ F NdS si F(x,y,z) = (z+ 1) k, Si es la 

frontera del solido Q limitado por el cilindro x 2 + y 2 = I , 
el piano z = 2 + yyz = 0, como se ve en la figura, y N es 
el vector unitario siempre exterior a Q. 


Solucion: En vez de calcular la integral sobre cada una 
de las tres superficies que conforman la frontera de 
Q (ver los ejemplos 6.5, 6.5 y ??), usamos el teorema de la 
divergencia. 


9 F{x,y,z ) = (0,0,z + 1). 

Q DivF = 0 + 0+1 = 1. 

Proyectando sobre el piano XY y usando coordenadas cilmdricas, tenemos 
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FNdS 


ffl D,vF dzdydx 
rr r 2 +y 

II I 1 , dzdydx 
JJd Jo 

p2n />1 /■2+rsen0 

Jo Jo Jo 


1 rdzdrdO 


r*27l r 1 

Jo Jo 


l 


(2 + rsend)rdrdd 


2n 2 r 3 sen(0) 
r H 


d9 


l 


2n sen(0) 

1+ d6 = 2n 


La importancia de que N se exterior a Q. Consideremos los ejemplos 6.5, 6.5 y ??. El calculo de la integral de flujo 
se hizo siempre con N = (—f x , —f y , 1)- Pero este vector no siempre es exterior a Q. En el caso de la superficie S a 
(figura siguiente), este vector no es exterior. 


x* 


N 


\ 

) 


Sa 



El resultado es 



FNdS 



F -NdS + 



FNdS + 



F- NdS = n + 2>n + 0 ^ 


Ifi DivF dzdydx = 2 n 


6.7 Teorema de la Divergencia. 
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Ejemplo 6.19 

Calcular JJ F ■ N dS si Fix, y, z) = x i + y j + z 1c y Si es la frontera 

del solido Q comprendido entre las superficies z = 10 - x 2 - y 2 y 
z = 2 + x 2 + y 2 , y N es el vector normal unitario siempre exterior a Q. 

9 F{x,y,z ) = (x, y, z) y DivF = 1 + 1 + 1 =3. Solucion: Podemos 
usar el teorema de la divergencia. 

9 La proyeccion del solido sobre el piano xy es un ctrculo de 
radio 2 pues 

z = 10 - x 2 - y 2 n z = 2 + x 2 + y 2 => 4 = x 2 + y 2 . 


Usando coordenadas ciltndricas obtenemos, 
I F NdS = /// DivF dzdydx 

JJs , JJJn 


- ILL 

n27T nZ n 

Jo Jo Jz 


l0-x 2 -y 2 


3dzrdr d6 


2 +x 2 +y 2 
2n r 2 riO-r 2 


3r dzdr dd = 48 ti 


= 10 -x 2 -y 2 


z = 2 + x 2 + y 2 





Ejemplo 6.20 


Calcular JJ F NdS si F{x,y,z) = ycosx i+ ^ y 2 senx j + z k 

y Si es la frontera del solido Q comprendido entre las super- 
ficies z = 1 + y, x 2 + y 2 = 1 y z = 0, y N es el vector normal 
unitario siempre exterior a Q. 


Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia. La 
proyeccion del solido sobre el piano XY es un ctrculo 
x 2 + y 2 = 1 . 

9 DivF = -ysenx + ysenx+ 1 = 1. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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I FNdS = /// DivF dzdydx 

JJsi JJJq 

- Ill 

- rn 


1 r dzdrdd 


”2 n nl nl+rsen0 


r-2n n 1 

Jo Jo 


r dzdrdd 


(1 + r sen0)r drdO = n 


* 


Ejemplo 6.2i 


Sea Q el solido limitado por las superficies 

71 

S a : z = sen(xy), Sb : x = — y S c : y = x. 

Sea Si la frontera del solido Q y N es el vector normal 
unitario y exterior a Q. 


Calcule 


m : 


F NdS si F = 


'x 3 

,"3 


, z, yx\ . 


Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia. La 
proyeccion del solido sobre el piano XY es el triangulo 
0 < x < n/2 y 0 < y < x. 


O DivF = x 2 


l 


F-NdS = 


/£ d1vF dzdydx 

r | r x rsen(xy) 

/ / / x 2 dzdydx 

Jo Jo Jo 

r I r x 2 

1 1 x sen(xy)dydx 

Jo Jo 

rf 1 

/ x-xcosfx 2 ) dx = - 

Jo ( ’ 8 


7i -4 sen 


'7T 2 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



x = y 



Ejercicios 


6.7 Teorema de la Divergencia. 
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6. 1 7 Consideremos el campo de fuerzas F con 
F{x,y,z ) = (x+sen(y)) i+(ln(xz)-y) j + (2z+arctan(xy)) k 

Calcule la integral de superficie l FNds donde S es la 
frontera del solido Q, el cual se muestra en la figura a la 
derecha y IV es el vector normal unitario siempre exterior 
a Q. 


6.18 Use el teorema de la divergencia para calcular 
JJ F ■ NdS donde Si es la frontera del solido Q , limita- 

do por la superficie z = x 2 + y 2 + 5 y el piano z = 10, tal 
y como se muestra en la figura a la derecha, F(x, y, z) = 
2xi + yj + zkyNesel vector normal unitario exterior 
a Q. 


6.19 Calcule JJ F ■ NdS si F{x,y,z) = xy 2 * + x 2 y j + 

y lc, y Si es la superficie dada por S = S a u St u S c donde 
S a ,S b ,S c son las tres superficies frontera del solido Q 
limitado por x 2 + y 2 = \, z = \ y z = -\ como se ve en la 
figura, ademas N es el vector normal unitario siempre 
exterior a Q. 


■^j Solido Q 



Z = 1 


zk Q 


X 


Si Y 


c 




? — ei 


z = — 1 x 2 + y 2 = 1 
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6.20 Sea E la frontera del solido Q limitado por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 2 y el cono 2 z 2 = y 2 + x 2 , tal y como se 
muestra en la figura. 


Si F(x,y, z) = xz i + xarctan(xz) j + — k, calcular 


JJ F-NdS si N es el vector normal unitario siempre 
exterior a Q. 



6.21 Sea Q el solido que se muestra en la figura a la 
derecha y sea S la frontera de Q, es decir, S = dQ. 
Calcule J F-NdS donde F(x,y, z) = (x 3 + senz, x 2 y + 

cosz,tan(x 2 + y 2 )) y N es el vector normal unitario siem- 
pre exterior a Q. 



6.22 Sea F(x,y,z) = 3yi - xzj + yzk, S es la frontera del 
solido Q, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector 
normal exterior a Q. 


a. ) 

b. ) 


calcule 

gencia. 

calcule 

gencia. 


II 

II, 


F ■ NdS sin usar el Teorema de la Diver- 

F -NdS usando el teorema de la Diver- 



6.23 Sea F(x,y,z) = (z 2 + 2)k, S es la frontera del solido 
Q, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector 
normal exterior a Q. 


a. ) 

b. ) 


Calcule 

gencia. 

Calcule 

gencia. 


II 

II 


F NdS sin usar el Teorema de la Diver- 

F -NdS usando el teorema de la Diver- 




6.7 Teorema de la Divergencia. 


281 



Version actualizada de este libro: 
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Curvas y parametrizaciones. 

Campos escalares y campos vectoriales. 
Longitud de una curva. 

Integral de linea para campos escalares. 
(*)Longitud de arco en coordenadas pola- 
res. 

Integral de linea de campos vectoriales. 
Trabajo. 

Campos conservativos. Independencia 
de la trayectoria. 

Teorema de Green (en el piano). 

Area como una integral de linea. 

Teorema de Stokes (Teorema de Green en 
el espacio). 




7 — Integral de linea 



7. 1 Curvas y parametrizaciones. 


Definicion 7.1 

Consideremos la funcion vectorial continua r : [ a,b ] — * R" con r(f) = {xi(t),X2{t),...,x n {t)). La representation 
grafica de r se dice que es la curva C determinada por r y que une los puntos A = r{a) y B = r{b). 

9 Si r[a) = r{b), la curva se dice cerrada. 

9 Si r es inyectiva en [a,b], la curva se dice simple. Si r es cerrada y es inyectiva en ]a,b], la curva se dice 
cerrada simple. Las curvas cerradas simples se llaman curvas de Jordan. 

9 A r le llamamos una parametrizacion de C. 



Curva 


Curva simple Curva cerrada 

Figura 7.1: Curvas 


Curva cerrada simple 
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Ejemplo 7.1 

Consideremos la curva C parametrizada por r(f) = t i + (4- f) j + (4- (f- l) 2 ) k con t e [0,3]. 

« A = r (0) = (0, 4-0,4 — (0 — l) 2 ) - (0,4,3) y B = r(3) = (3, 4-3,4- (3- l) 2 ) = (3,1,0). 

9 r'{t)= t - 1 j + -2(1- 1) k. En particular, r'(l) = (1, — 1,0). En la figura se representa la traslacion de este 
vector velocidad al punto P = r (1). 

© l-lacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 



Curvas regulares. Sea r(f ) una parametrizacion de una curva C en el piano o en el espacio. El parametro t podrfa 
sertiempo, angulo, longitud de arco, coordenada x, etc. Decimos que la curva C es regular o ’suave’ en [a, b] si r'(f) 
es continua en [a, b] y r'(f) ^ 0 para todo t e [a, b] (es decir las componentes de r no se anulan simultaneamente). 
Tambien decimos que una curva C es regular a trozos en [a, b] si es regular en cada subintervalo de alguna particion 
finitade [a, b]. 


7.1 Curvas y parametrizaciones. 
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Figura 7.3: Curva regular a trozos 


»En D? 2 escribimos r{t) = (jc(f),y(f)) otambien r{t) = x{t) i + y(t) j, con te [ a,b ] 

aEn [R 3 escribimos r{t) = (x(t),y(t),z{t)) otambien r(f) = x{t) i + y{t ) j + z{t) k, con te [a,b] 

9 Una funcion vectorial es de clase C 1 si las derivadas de sus componentes son continuas. 


Ejemplo 7.2 (Curvas Orientadas). 

Consideremos las curvas C\ y C 2 




Figura 7.4: Curvas Ci y C2 . 

Ambas curvas tienen ecuacion, en coordenadas rectangulares, y = x 2 con x e [-1,2]. Pero Ci inicia en 
A = (-1, 1) y termina enfi = (2,4); mientras que C 2 inicia en B y termina en A. 

Para parametrizar cada curva debemos tomar en cuenta su orientation. 

9 Una parametrizacion de Ci es (tomando a x = t como parametro), 


r(f) = (x(f), y(t)) = otambien r{t) = ^t^ i + ] con te [-1,2]. 

x(t) y(f) x(r) y(t) 
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Observe que 

r(— 1) = (jc(- 1), y(-l)) = (-1, (-1) 2 ) = A 

y 

r( 2) = (2, 2 2 ) - B. 

9 Como C2 es Ci con la otra orientacion, entonces podemos parametrizar C2 con ri (f) = r(a + fo- t) , de 
estamanera ri(r) = r(-l + 2-£) = r(l-f) 


ri(£) = (x(l - £), y(l - £)) = (1 — t, (1 — t ) 2 ) o tambien r 1 ( f) = (! — £) i + (1 - t) 2 j con te [-1,2]. 


Observe que 
ri(-l) - B 


y 

ri(2) = A. 


(Cambio de orientacion). 

si r{t) es una parametrizacion con t e [a,b], entonces una parametrizacion que invierte la orientacion es 
ri(£) = r{a + b-t ) con te [a,b] 


(Parametrizar una elipse contra-reloj). 

(. x-h ) 2 {y-k) 2 

Una elipse de ecuacion 5 — H — — = 1 se puede parametrizar con 

a A b A 

r(f) = [h+ acos t) t + [k + bsen t) j con te[0,2n[. 

En este caso no se toma en cuenta la orientacion de la curva aunque esta parametrizacion corresponde a una 
orientacion contra-reloj. 




7. 1 Curvas y parametrizaciones. 
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* 


Ejemplo 7.3 


© Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Sea C la curva de ecuacion (jc - l) 2 + (y - 2) 2 = 16; z = 3. Se 
trata de una circunferencia, es decir, un caso particular de 
elipse. Una parametrizacion es 

r{t) = (l + 4cos(f)) i + (2 + 4sen(f)) j + 3 k, te [0,2n[ 



Figura 7.5: Curva C. 


Segmentos de recta, Sean A,Be IR 3 . El segmento de recta que va de A hasta B se puede parametrizar con 


r[t) = A + t(B - A) con fe [0, 1]. 


El punto inicial es r(0) = A + 0-[B — A) = A; el punto final es r(l) = A+1-{B — A) = B y el punto medio es 

1 A + B 

r(l/2) = A+—(B-A) = . 

2 2 


S' 


Ejemplo 7.4 


El segmento C\ quevade A - (1,2,0) hasta B = (2,1,2) 
se puede parametrizar con 

r(f) = A+t{B-A) 

= {l + t,2-t,2t) con fe [0, 1]. 
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Ejemplo 7.5 

Considere la curva C = C\ + C 2 + C3 . Parametrizar C. 

Solucion: 

O Ci es un segmento de recta sobre el eje Y por tanto 
x(f) = 0 y z(f) = 0. Una parametrizacion es 

U(£) = (0, t, 0) con fe [0,3]. 

O C2 es un cuarto de circunferencia de radio 3, en el 
piano Y Z. Lo podemos parametrizar con 

rzit) = (0, 3cost, 3sent) con te[Q,n!2). 

O C3 es un segmento de recta que va de (2, 1,2) hasta 
(0,0,3). Podemos parametrizar con 

r 3 (f) - (2, 1,2) + f[(0,0,3) — (2, 1,2)] 

= (2-2f, 1 - t, 2 + 2f) con te [0, 1] 



Ejemplo 7.6 

Considere la curva C de interseccion entre el piano 
2x-2y + z = 2 y el cilindro y 2 + z 2 = 4. Determine una 
parametrizacion para C. 

Solucion: Lospuntosde C sonpuntos (x(t),y(f),z(f)) en 
donde y(f) y z(f) estan en la circunferencia y 2 + z 2 = 4, 
es decir, podemos poner y(f) = 2 cos t y z( f) = 2 sen t. 

Como x(f) esta en el piano 2x - 2y + z = 2, despe- 
jando: x[t) = l-z(r)/2 + y(r), ahora podemos escribir 

C : r(t) = (1 + 2cos t — sen t, 2cosf, 2senf) con te[0,n/2\ 



Observe que r (0) = (3, 2, 0) y r{n/2) = (0, 0, 2). 


Ejercicios 


7. 1 Curvas y parametrizaciones. 
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Ejemplo 7.7 

Considere la curva C de intersection entre el cilindro 

x 2 + y 2 = 1 y el piano z = 2 - x . Parametrizar C. 

Solucion: Hay varias maneras de parametrizar C. 

Veamos dos maneras. 

9 Primera manera: Los puntos de C son puntos 
(x(f), y(f), z(f)) con x(t) y y(f) sobre la circunfe- 
rencia x 2 + y 2 = 1, por lo tanto podemos poner 
x(f) = cost y y(f) = senf. Como z{t) esta en el 
piano z = 2-x, entonces z[t) = 2 - x(t). Una 
parametrizacion podrla ser 


C: r(f) = (cost, sent, 2 -cost) con te [0,7r/2] 

Observe que r(0) = (1,0, 1) y que r(zr/2) = (0,1,2). 

9 Segunda manera: Ver los puntos de C con x(f) y z(f) sobre la recta z = 2 - x y y(f) en el el cilindro 
x 2 + y 2 - 1 . Una parametrizacion se podrla obtener tomando a x-t como parametro: 

-C: r(f) = ( t , \/l - t 2 , 2- f) con f £ [0,1] 

La parametrizacion invierte la orientacion, eso lo indicamos con "-C". 
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7.1 Determine una parametrizacion para cada una de las siguientes curvas. 
a.) b.) 
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7.2 Campos escalares y campos vectoriales. 

Definition 7.2 

Sea U Q R' 7 un conjunto abierto. Una aplicacion / : U — * R se denomina campo escalaro funcion escalar. 
Una funcion / : U — * R” se denomina campo vectorial. 


Ejemplo 7.8 (Representation grafica). 

Una manera de visualizar el campo graficamente es anclar en cada punto (x, y) el respectivo vector F (x, y) (se 
traslada desde el origen) . Pero tambien se puede anclar el vector de tal manera que el punto quede en el medio 
del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente) . En general, la representacion grafica se hace 
anclando el vector de esta segunda manera y escalando el tamano de los vectores de tal manera que unos no se 
sobrepongan sobre los otros, para tener una mejor vizualizacion de la direccion de “flujo” del campo vectorial. 


7.2 Campos escalares y campos vectoriales. 
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As! lo hace el software (como Wolfram Mathematical. 

Por ejemplo, Consideremos el campo F{x,y) = [—y,x). En la figura a.) se dibujan dos vectores anclados en el 
punto, en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura c.) se hace la 
representacion grafica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra. 




Figura 7.6: F(cos(;r/4), sen(7r/4)) 



- — 


% x vy 

.w\\\ \\\\ 

Hi; i 

nUHl 
Milt 


IU 




c.) Escalamiento 


Ejemplo 7.9 


9 Representacion grafica del campo vectorial F{x,y) = 
[2x, 2 y) sobre la circunferencia x 2 + y 2 = 1. Observe que 
si z = x 2 + y 2 entonces F(x,y) = Vz, por eso los vecto- 
res son perpendiculares a esta circunferencia (la curva de 
nivel z = 1). 
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* 


Ejemplo 7.10 


O Representation grafica, sobre la circunferencia x 2 + y 2 = 1, del 
campo vectorial F(x,y) = (-y,x). 



Figura 7.8: F sobre x + y — 1. 

9 Sea Si la superficie de ecuacion z = -x 2 - y 2 + 1. En la figura de abajo se presenta parte de la representacion 
grafica, sobre S, de los campos vectoriales 



Figura 7.9: F i (x, y, z) ■ 


(2x, 2y, 1) 
3\/4x 2 + 4 y 2 + 1 



7.3 Longitud de una curva. 

Consideremos una curva C regular y simple, parametrizada por r en [a,b]. Para calcular la longitud de C, la idea es 
partir el intervalo [a, b] en n partes [a, fi] u [fi, t 2 \ u ... u [t n -i,b\ y considerar una linea poligonal inscrita en C, como 
se muestra en la figura. 


7.3 Longitud de una curva. 
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La longitud de la curva (“rectificable”) se define como el llmite al cual tiende la suma de las longitudes de los segmentos 
de la lfnea poligonal cuando | |P| | = Max(f/_i - — » 0 si n — * oo, es decir 


s = 


lim J^Writj) 

n — .or i ‘ ' 


i = 1 


r(r,-i)|| 


Si C es regular, por el teorema del valor medio podemos poner llrff;) - r(f ( -_i)|| = ||r'(£j)(f; - con £,• e] f,-, r,-_i [ y 

concluir 


lfm Y, \\r'tfi)At\\ = f \\r'{t)\\dt 

n—* oo — n 

7 = 1 J a 


Definicion 7.3 (Longitud de una curva). 

Sea C regular, simple y parametrizada por r(f), te [a,b], entonces la longitud (de arco) de C es 

s = J \\r'{t)\\dt 

Ademas, la longitud de arco no depende de la parametrizacion de C (ni, por tanto, de la orientacion). 


Sea C parametrizada por r (t) con te [ a,b ]. 

CasoC: r{t)-x{t)i + y{t)j 

Si r{t) = x(r) i + y(f) j con t e [a, b] entonces 


s = 


J \\r'{t)\\dt = J \J (x'(t )) 2 + iy'(t )) 2 dt 
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Caso C: y- fix ) 

Si y = fix) entonces tomando x = t tenemos 


s = 


J \ \r' {t)\\dt = J b y/l + ifix))‘ 


dx 


CasoC: rit) = x{t) i + yit) j + z[t) k 

Si rit) = x[t) i + yit) j + z(f) k con t e [a, b] entonces 


> = j c \\ r 'it)\\dt = J \J ix'it)) 2 + iy’it)) 2 + iz'it)Y 


dt 


Ejemplo 7.1 1 

Calcular la longitud de la circunferencia de un clrculo de radio a. 

Solucion: La circunferencia C se puede parametrizar con 

C: rit) = acosit) t + asenit) j con te[0,2n[. 

xtt ) yit ) 

r'it) = -asen(f) i+ acosit) j 

x'it ) y'if) 

r r2jr r2n 

s= | \\r'it)\\dt = I v(nsen r) 2 + (flcos r) 2 dr = I adt = 2an 
Jc Jo Jo 


Ejemplo 7.12 

Calcular la longitud de la la helice xit) = 2cos(r), yit) = 2sen it), zit) = tl 4 con te [0,2^]. 

Solucion: 

rit) = 2cos(r) i + 2sen(f) j + k con te [0,2n]. 

xit ) yit) z[t) 

r'it) = -2sen(r) i + 2cos(r) j + ^^^4 k 

x'it) y'it) z'it) 





Ejercicios 


7.4 Integral de llnea para campos escalares. 
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f \\r'{t)\\dt = f \/4sen * 2 (f) + 4cos 2 (f) + — dt 

Jc Jo V 16 


r-2 n 

Jo 


1 65 


/ 65 


— dt — 2n\ — . 
o V 16 V 16 


7.2 Calcular la longitud de la curva C : y=Vx 2 , xe [0,44] 

2 

7.3 Calcular la longitud de la curva C : x = -(y-l) 3/2 , ye [1,4]. 

7.4 Calcular la longitud de la curva C : y 2 = (2x-l) 3 , xe [1/2,4] (Ayuda: La curva dene dos ramas). 

7.5 Calcular la longitud de la curva C : y = log(secx), xe [0, 7r/4] 

x 3 1 

Calcular la longitud de la curva C: y = — + — , xe [1, 2] 


7.7 Plantear la o las integrales que dan la longitud de las siguientes curvas, 



7.4 Integral de Ifnea para campos escalares. 

Masa de un alambre Consideremos un trozo de alambre delgado cuya masa varia continuamente y tiene valor p(x) 
gramos por cenbmetro en el punto x sobre C. 
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Para estimar la masa total sobre C, hacemos una partition de C: {r(?o),r(Zi),...,r(tfc + i)} donde r es una parametriza- 
cion de C. 

Si As,- = ||r(f,+i)-r(f,)|| centimetres, la masa del segemento que va de r(f, +1 ) a r(f,) es aproximadamente p(r(f,))As, 
gramos y la masa total s del alambre serla 


s 


k 


^p(r(f,))As,- 

i = 1 


Esta es una suma de Riemman y por tanto podemos tomar el llmite (si existe): s = 



ds 


Generalizando, tenemos la siguiente definicion, 


Definicion 7.4 

Sea f :U cU n — » K continua y C una curva suave y simple, contenida en U y parametrizada por r{t) con 
t e [a, b], entonces la integral de linea de / sobre C es 



f[r{t))\\r'{t)\\dt 


Ejemplo 7.13 

Sea C el arco de parabola x = y 2 con y e [0, y/2], Calcular J 2x-2 y 2 + 8 yds 
Solucion: Usemos y=t como parametro, 

C: r{t) = ^t^i + ^t^ j con t e [0, x/2] . 

x(t) y(t ) 

r\t) = J2t^ * + J 

jc'CO y'( 0 

Entonces ds = \\r'{t)\\dt = \J[x'lt ) ] 2 + [/(r)] 2 dt = \/ (2 f) 2 + 1 2 dt 


rcicios 


7.4 Integral de llnea para campos escalares. 297 



7.8 Calcular J xy 2 ds donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuacion x 2 + y 2 = 16 


7.9 Calcular J xds donde C es el arco de parabola C : y = x 2 con xe [-1,1]. 


( 1 ) 

yj 
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7.10 Calcular 


L 


xy + z 
c 2 x-y 


ds donde C es el segmento de recta que va de (0,0,0) a (1,1,0). 


7.11 Calcule la integral de lmea 


l 


x + y + z 
c x 2 + y 2 + z 2 


ds 


donde C es el segmento de recta que va desde A = (1, 1, 1) 
hasta el punto B = (2,2,2), tal y como se muestra en la 
figura a la derecha 



7.12 Calcule la integral de lmea 


L 


x 2 + 2 y 
C \/33 - 8z 


ds 


donde C es la curva que se muestra en la figura a la 
derecha 



7.13 Calcule la integral de linea 


l 


x + y + z-2 ds 


donde C = Ci + C2 + C3 + C4 es la curva que se muestra en 
la figura a la derecha 



7.5 (*)Longitud de arco en coordenadas polares. 
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7.5 (*)Longitud de arco en coordenadas polares. 


Ahora el parametro sera 8. Si C esta dada por r = r{8) con 8\ < 8 < 02, entonces 


x(0) = r(0)cos(0) x' = r'(0)cos(0)- r(0)sen(0) 

y(0) = r(0)sen(0) y' = r'{6) sen(0) + r(0) cos(0) 


Luego, desarrollandoysimplificando: ||(x',y')ll = \J (x') 2 + (y') 2 = \/ (r'(0)) 2 + r 2 (0). Asl, 


Longitud de arco en coordenadas polares 


f fds= f f{r{8) cos (0), r(0) sen(0)) \/ [r '(0)] 2 + r 2 (0) d0 
Jc J0i 


Ejemplo 7.16 


Calcular f x^x 2 -y 2 ds con C la curva de ecuacion 
J c 

(x 2 + y 2 ) 2 = 4(x 2 - y 2 ), x > 0. 



Jl J[ 

Solucion: Cambiando a polares la curva queda con ecuacion r = 2\/cos(20) donde < 0 < — . Ademas 


(x') 2 + (y') 2 = [r'(0)] 2 + r 2 (0) = 


2sen(20)"\ 
\/cos2 8 


J +(2v/cos(20)j 


2 4 


cos20 
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/ jt/4 
- 7T/4 


r cos0 r 2 cos 2 9 -r 2 sen 2 9 ^ 


cos(20) 


d9 


/ nm 

cos20cosdd6 (sustituyendo r y simplificando). 

-nl 4 

£ 


f7ll 4 
1 —7l/4 


8 I cos9-2sen 2 9cos (sustituyendo cos20 = cos 2 0-sen 2 0) 


sen0 -2 



nl 4 
-nl 4 


16v/2 

3. 


7.6 Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo. 

Trabajo. Si una fuerza (empuje) constante F desplaza una particula a lo largo de un vector A r, el trabajo realizado 
por esta fuerza se define como el producto de la medida del desplazamiento por la componente F e de la fuerza en la 
direccion de dicho desplazamiento (fuerza efectiva), es decir, el trabajo es 

W=||.F e ||||Ar|| 

Si 9 es la medida del angulo formado por F y Ar entonces elescalar ||F e ll = ||F|| cosd es la componente de la fuerza 
en la direccion del movimiento 1 (0 si 9 = n/2 y ||F|| si 9 = 0) y ||Ar|| la medida del desplazamiento. Luego el trabajo 
realizado es 


W - | |F| | ||Ar||cos0 =F ■ Ar 




Figura 7.13: Trabajo. 



Para calcular el trabajo sobre una curva C, se consideran pedazos muy pequenos de la curva, tan pequenos que son, 
aproximadamente, segmentos de recta y la fuerza es casi constante sobre estos pedazos de tamano ||dr||. El trabajo 
hecho por F para mover la particula desde el inicio hasta el final de dr es F-dr. Sumando todos los trabajos (pasando 
a la integral) obtenemos 

1 F se descompone como la suma de su componente ortogonal y su proyeccion ortogonal sobre Ar. Solamente la proyeccion ortogonal es la 

parte de F responsable del trabajo que se efectua. 


7.6 Integral de llnea de campos vectoriales. Trabajo. 
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VK = J F-dr 


Definicion 7.5 (Trabajo). 

Sea F un campo vectorial continuo sobre la curva C. Suponemos que C esta orientada, es regular y simple. 
Entonces 


W = 


L 


F-dr = 11m ^ F(r ; ) • Ar ; - 

fc— » oo • _ , 

IIMIHO '- 1 


si el llmite existe cuando es tornado sobre todas las particiones ordenadas r(to), r(fi), ...r(tjt+i) de C con 
||M|| = max/tllArdll y Ar, = r(t;+i) - r (f z ), i = 


En la definicion anterior, C puede ser regular, cerrada y simple. En particular si C es la union de curvas regulares y 
simples Ci, C 2 , ..., C m , escribimos C = C\ + C 2 + ... + C m y definimos 


F dr= F-dr + F- dr + ■■■ + I F-dr 

J C J C\ J C2 J c n 


L 


11 1 

9 El vector unitario tangente es T = — y dr = ( dx\{t ), dx 2 (.t),...,dx n (t)) = {x x {t)dt, x 2 (t) dt,...,x n {t) dt). Si 

1 1 1 * 1 1 ) 1 1 

C esta parametrizada por r(s) (usando la longitud de arco s como parametro) con 0 < s < £, entonces como 

r'(f) 


dr = r {t)dt = 


|r'(t)|| 


\r'(t)\\dt= T ds, tenemos 


f F-dr = f (F-T)ds 

Jc Jo 


La funcion escalar F ■ T puede tener discontinuidades de primera espacie ligadas a algun punto esquina de C. 
9 Si C esta parametrizada por r{t) con te [ a,b ], entonces 


f F ■ dr = f b (F(r(t))- 
Jc Ja 


r'(t 1 

——)\\r'{t)\\dt= / (F(r(f)) • r'{t)dt 
r (Oil Ja 


F{x, y) — P{x, y) 1+ Q(x, y) j 

Sea F (x, y) = P (x, y) i + Q (x, y) j , como dx = x' {t)dt y dy = y' {t)dt, podemos escribir 


n r*b r*b 

/ F - dr = / F{r{t))-r\t)dt = / Pdx + Qdy 
J C J & J ci 
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Es decir, 


L‘ 


F-dr 



Pdx + Qdy 


• (x'(f), y'{t))dt 


F{x,y,z ) = P[x,y,z) i+ Q{x,y,z) j + R(x,y,z) k 

Si F{x,y,z) = P{x,y,z) i + Q{x,y,z) j + R{x,y,z) lc, como dx = x'[t)dt, dy = y'{f)dt y dz = z'{t)dt, 
podemos escribir 


Es decir, 


n rb rb 

/ F ■ dr = / F(r(f)) • r\t) dt = / Pdx+Qdy + Rdz 

J C J d J ci 


f F-dr = f Pdx + Qdy + Rdz 
JC Ja 

rb 

= I (P(x(t),y(t),z(t)), Q(x(t),y(t),z(t)), R(x(t),y(t),z(t))} ■ (x'(t), y'(t), z\t))dt 

Ja 


9 Cuando una curva C es parametrizada por r(f) con t e [a, b\, entonces inducimos una orientation en C. 
Distintas parametrizaciones pueden inducir distintas orientaciones. 

Por ejemplo, en la figura se tiene la curva y = 2sen(x) con x e [0,3]. Dos parametrizaciones que inducen 
orientaciones opuestas son rQt) = (f,senf) y f 2 (t) = (3- t,sen(3- t)) ambas con t e [0,3]. 



Figura 7.14: Orientacion inducida por dos parametrizaciones. 


Si ri(f) parametriza C en una direction con vector tangente T y r-i ( t) parametriza C ensentido contrario, con 
vector tangente - T, entonces denotamos la segunda curva como -C y admitimos como valido que 



7.6 Integral de llnea de campos vectoriales. Trabajo. 
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Convenio 



-c Jc 


9 Mas adelante, cuando veamos el teorema de Green, usaremos la siguiente nocion de orientation: la curva 
cerrada C esta orientada positivamente, respecto a una region D, si al movernos sobre C, la region siempre esta a 
nuestra izquierda. 

9 Note que el trabajo W puede ser un numero negativo. Esto ocurre cuando la fuerza actua en contra del 
desplazamiento de la partlcula. 

9 En la section 7.10, la integral J F ■ dr se interpreta como “la suma” de las componentes de F tangentes a la 

curva. Si C es cerrada, esta integral indica como F tiende a circular alrededor de la curva. Esta interpretation es 
la que usamos para el teorema de Green. 


Ejemplo 7.17 


Consideremos una fuerza constante F{x,y) = 1 i + 0 j. 


Ff 




«t*-*d=r( 2) 


en la figura. 


Solution: Usamos a x = t como parametro. La parame- 
trizacion r(f) = t i + 1 j, t e [0,2], parametriza a “-C” 
pues r (0) = (0, 1) = B y r(2) = (2, 1) = A. 



2 


Figura 7.15: Curva C 


Es costumbre escribir, 


-C: r(Zj = f i + l j, te [0,2], 


r\t) = 1 1 + 0 j 


Como F[x,y ) = 1 i + 0 j entonces P[x,y) = 1 y Q(x,y) = 0. 
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f F ■ dr = - f F ■ dr 
Jc J-c 


J (P(x(f),y(f)), Q(x(f),y(f)))-(x'(f), y'{t))dt 


- f (1, 0)-(l, 0 )dt 
Jo 

-f 


1 dt = -2 




E emplo 7.18 


Sea FU, y) = xt+(x + y)). Calcule //■ dr si C es la curva de ecuaelon es y = x e [-1,21 ,al y eomo se 
muestra en la figura. 

Solucion: Usamos a x = t como parametro. La parametrizacion r(f) = ti+ t 2 j, te [-1,2], parametriza a “-C” 
pues r(-l) = (-1, 1) = B y r( 2) = (2,4) = A. 

Es costumbre escribir, 


-C: r[t) = ti+t 2 j, t £ [—1,2], 
r'(f ) = 1 i + 2t j 

Como F(x,y) = x i + (x + y) j entonces P(x,y) = x y 
Q(x,y) = x + y. 


\ \ \ 

\ \ \ 

\ \ \ 

\ \ \ 

\ \ 'i 


f F-dr = - f j 
Jc J-c 


l 

n 

i t’ 

i t 
i t ■ 

i * 


F-dr 


J (P(x(f),y(f)), Q(x(f),y(f)))-(x'(f), y'(f))df 

/->■ 

c 


t+ r) • (1, 2i) (if 



ft f I I f f ffljt 
t t t If If 
t n t U t fit i 
t t t f t f f / f \ 
♦ f f t t t / If f jf 
» t i t t t f f f 
» i t f t t f f f / 
t t t f Jf f f A 
i > t t W / / / 'f 


t / / / X 



X 


Figura 7.16: Curva C 


t + 2f 2 + 2f 3 dt = -15 


7.6 Integral de llnea de campos vectoriales. Trabajo. 
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Ejemplo 7.19 


Calcular j y 2 dx + x 2 dy donde C es la elipse 

2 2 ^ 
x z v 
— + — = 1 . 

4 9 

Solucion: Podemos usar la parametrizacion 

-C: r(0) = 2cos0 i + 3send j con 0e[O,2^]. 

Como F(x,y) = (y 2 ,x 2 ) entonces P = y 2 y Q = x 2 . 
Entonces, 


J y 2 dx + x 2 dy = | F ■ dr 


-L 


r2n 



r * 

- / (9sen 2 0, 4cos 2 0) • (-2sen0, 3cos0 ) dO 

Jo 


r-2n 

Jo 


18sen 3 0 + 12cos 3 0d0 = 0 ( Usar: cos 3 0 = (1 -sen 2 0)cos0. 


* 


Ejemplo 7.20 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


x 2 1 

(x 2 

— -5e x j + 

h 2 Z 

y J 

\ z 


Sea F{x, y, z ) = 2xln(yz) i + 
sea C la curva de la figura. Calcular J F ■ dr. 


k y 


Solucion: 

-Ci : ri(f) = (0, t, 1) con fe [1,3], 

< 

C 2 : r 2 (f) = (0, 1, t) con te [1,2]. 


c = Cl + c 2 

zk 



Figura 7.18: Curva C = Ci u C 2 . 
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Luego 


L 


F ■ dr = 


f F ■ dr + f F-dr = -f F(ri(l)) -r[(t) dt + f F(r 2 (t)) ■ r' 2 (t) dt 

J Ci J C 2 1 J 1 

-J F( 0 , t, 1 )-r[[t)dt + £ F( 0 , 1 , t) ■ r’ 2 {t)dt 
-J (0,-5, 2) -(0,1,0 )dt + f (0,— 5,21) • (0,0, l) dt 
~ fi [0 + {_5) ' 1 + 01 dt + f [0 + 0 + (21) -l)dt = 13 


Ejemplo 7.21 

Sea F{x, y, z) = (z + cos x) i + (2z + x cos x) j + x k. 

Calcular L pdr si C = Ci + C 2 + C 3 , tal y como se 
muestra en la figura de la derecha. 

Solucion: 

Una parametrizacion para C es 

-Ci :n(l) = (2,1,1), le [ 0 , 2 ] 

-C 2 :r 2 (l) = (1,1,0), te [ 0 , 2 ] 

-C 3 :r 3 (l) = (0,1,0), le [ 0 , 1 ] 


C: 


Asi 



f F ■ dr = -f (l + cos(2), 2l + 2cos(2), 2 )-r[{t)dt- f (cos 1, Icos 1, 1) • /^(l) dt- f (1,0 
Jc do Jo “ Jo 


/ 


/ 


= -/ (l + cos(2), 2l + 2cos(2), 2) • (0,0, 1) dl- / (cos 1, Icos 1, 1) • (1,0,0) dl- 

l 


,0) • r 2 it)dt 

0)- (0,1,0 )dt 


0 , 

Jo 


= -f 2 tdt- [ costdt -0 
Jo Jo 


= — l 2 1 q — senllg = -4-sen(2) 


7.6 Integral de llnea de campos vectoriales. Trabajo. 
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Ejercicios 
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Ejemplo 7.23 

Sea Zy) = </, A Calcule dr donde C es la curvade la figura7.21. 


Solucion: Parametrizamos C, 


Cl 

n(f) = 

= (f,0) 

con 

fe [0,1] 

C 2 

r 2 (f) = 

= (1,0 

con 

fe [0,1] 

. -c 3 

/"3(f) = 

= (f, f 2 ) 

con 

f £ [0,1] 



J y 2 dx + x 2 dy 


= | y 2 dx + x 2 dy+ j y 2 dx + x 2 dy- j y 2 dx + x 2 dy 

J C\ J C2 « 7 — C3 

= [ 1 (o,t 2 )-a,o)dt+ f\t 2 ,ih(o,i) dt- f\t 4 ,t 2 mi ,: 

Jo Jo Jo 

= f 0dt+ f ldt- f [t 4 + 2t' 

Jo Jo Jo 


3 ] df = — . 

10 





7.6 Integral de llnea de campos vectoriales. Trabajo. 
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7.15 Calcule 


L 


xdy-ydx 


donde C = Ci u C 2 


7.16 Calcule la integral J F ■ dr donde C = Ci u C 2 u 
C 3 , y ademas F{x, y) = (2y + \/9 + x 3 )i + (5x+ e arctany ) j 




7.18 Evalue la integral de llnea J xds donde C = Ci u 
C 2 u C 3 es la curva del ejercicio anterior. 
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7.19 Calcule / = / xdx+zdy+ dz. 

Jc 

es la curva que aparece en la figura; 
circunferencia x 2 + y 2 = 1 y C 2 es el 


La curva C = C\ u C 2 

Ci es un trozo de la 
segmento que va de 


(0,1,0) a B = (2,2,3). 



7.20 Considere el campo de fuerzas 
F{x, y, z) = 4xe z i + y cos(z) j + 2x 2 e z k. 

Sea C la curva de la figura a la derecha. Calcule J F- dr. 



7.7 Campos conservatives. Independencia de la trayectoria. 

Una condicion para que la integral de linea no dependa de la trayectoria que une a A con B es que exista ip tal que 
F = Vcp con <pe C 1 . En este caso podemos calcular la integral de linea usando cualquier camino que una A con B o 
tambien, usando el Teorema Fundamental para la integral de linea. 


Definicion 7.6 

Un conjunto Del" se dice conexo si todo par de puntos de D se pueden unir con una curva regular a trozos 
contenida en D. Es decir, D es de “una sola pieza”. 


7.7 Campos conservativos. Independencia de la trayectoria. 
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Un conjunto D c R" abierto y conexo se dice simplemente conexo si toda curva cerrada simple C en D, encierra 
una region que esta tambien en D. Es decir, los conjuntos simplemente conexos no tienen “agujeros”. 

Un conjunto DcR“ se dice convexo si para todo par de puntos A,B e D, el segmento de recta que une A con B 
esta contenido en D, es decir, {A + t[B - A) : te [0, 1]} c D. 



Definicion 7.7 

Sea F un campo vectorial definido sobre un conjunto abierto U. Si cp es una funcion diferenciable sobre U tal 
que F = Vip, decimos que cp es una funcion potencial de F. Tambien decimos que F es conservativo. 


Si U es conexo y F conservativo, las funciones potenciales de F son iguales salvo constantes. Tambien se puede 
mostrar que si F = ( P,Q ) y si Py i 1 Qx , entonces F no es conservativo (no tiene funcion potencial). La condicion 
P Y = Q x es solo necesaria para que F sea conservativo. La condicion es necesaria y suficiente si U es simplemente conexo. 


Teorema 7.1 (Test de derivadas mixtas). 

Sea F = P i + Q j e s de clase C 1 en un conjunto simplemente conexo D del piano. Decimos que F es 
conservativo sii 


dP _ dP 
dy dx 

Sea F = P i + Q j + R fcesde clase C en un conjunto simplemente conexo D del espacio. Decimos que F es 
conservativo sii 
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dP _dQ dP _ dR dQ _ dR 
dy dx’ dz dx’ dz dy 


Teorema 7.2 (Teorema Fundamental para integrates de linea). 

Sea ip: D<zU n — » K una funcion de clase C 1 donde D es conexo y abierto. Sea C una curva regular a trozos en 
D parametrizada por r y sean A = r[a) y B = r(b); se tiene 

J Vcp ■ dr = cp(B) - (p{A) 


Teorema 7.3 (Campos conservatives). 

Sea D simplemente conexo. Sea C una curva orientada y simple contenida en D y parametrizada por r. 
Suponemos que C inicia en A y termina en B. Sea F un campo defmido en D. 

9 F es conservativo <=> existe <p de clase C 1 tal que F = Vcp, sobre D. 

. Si F e S conservativo, existe v de clase C tal que [f- U r = »>(«- <1>M) 

O Si F es conservativo, / F ■ dr = / F • dr donde C' es cualquier curva, contenida en D, regular a trozos y que 

Jc Jo 

une A con B. 

9 F es conservativo <=> J F ■ dr = 0 para cualquier curva cerrada simple C contenida en D. 


Observe que si J F ■ dr = 0 para alguna curva cerrada simple C, esto no significa que F sea conservativo. El la parte 3. 
del ejemplo 7.6 tenemos un campo con integral nula sobre una elipse pero que no es conservativo. 


Ejemplo 7.24 


Sea F(x,y,z) = (2xln(yz) - 5ye x ) i + 


con B = (3, \,e). Calcule J F ■ dr . 


V 2 


(x 2 

5e x 

j + 

h 2 Z 

y 


Z 


k y sea C una curva simple que une A = (2,2, 1) 


Solucion: F es de clase C 1 en la region D = {(jc, y,z): x > 0, y > 0, z > 0}. Esta region es simplemente conexa. 
El campo es conservativo en esta region pues, 


7.7 Campos conservativos. Independencia de la trayectoria. 


313 


dP r dQ dP dR dQ d R 

— = -5e +2x/y = —— , — = 2 x/z=— , —— = 0 = — 

dy dx d z dx dz dy 

Luego, podemos calcular la integral de llnea usando un camino C' en D que una A con B o tambien podemos 
calcular una funcion potencial <p y usar el teorema fundamental para integrales de llnea. 


En este caso vamos a calcular la integral usando una funcion potencial cp. Como Vcp = F entonces 


<Px — P ) tPy — 

Q, y (p z = R- 



Vx 

= 2xln(yz)-5ye x => 

(p{x,y,z) = 

^ 2xln(yz)-5ye x dx = x 2 ln(yz)-5ye x + ^i(y,z). 

<Py 

X 2 

= 5e => 

y 

(p{x,y,z) = 

r x 2 ,, 

1 5 e x dy = x 2 \ny - 5ye x + K 2 [x, z). 

<Pz 

x 2 

— h 2 Z s 

Z 

(p{x,y,z) = 

r x 2 

1 — + 2zdz = x 2 lnz + z 2 + lC 3 (x,y). 

Observemos 

que x 2 lny + x 2 1 n z = 

x 2 In (yz). 

Recolectando primitivas podemos adivinar 


ip(x,y,z) = x 2 ln(yz) -5ye x + K lo cual podemos aceptar despues de veriflcar que (p x = P, ip y = Q, y ip z = R. 
Finalmente, 


L 


F ■ dr - <p{B) - cp[A) = 8+11 e 2 - 5c 3 - 4 log(2) « -13.9207. 


Ejemplo 7.25 


Co nsidere el campo defuerzas F{x,y,z) = Axe z i + cos(y) j+ 2x 2 e z k. 
Sea C la curva de la frgura. Calcule J F- dr. 

Solucion: F es de clase C 1 sobre D = U 3 que es simplemente 
conexa. Dichosamente no tenemos que integrar sobre la curva C pues 
F es conservative. En efecto 


dP dQ dP 7 dR 
— =0=-^, — =4xe z = — , 
dy dx dz dx 


y 


dQ dR 

— = 0 = — 
dz dy 


9 Ver en 3D (en Internet) 



Figura 7.22: Curva C. 

En este ejemplo vamos a calcular la integral de dos maneras distintas: usando una funcion potencial y tambien 
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usando un camino C' . 


Primer Manera: Con un camino C' que inicia en (2,0,4) y 
termina en (0, 0, 0) . El camino que hemos escogido se ve 


9 Ver en 3D (en Internet) 



Segunda Manera: Con una funcion potencial. 


<Px = 

4xe z 

=> (p(x,y,z] = 

^ 4xe z dx = 2x 2 e z + K\{y, z), 

Vy = 

cos(y) 

=> <p[x,y,z) = 

^ cosy dy = seny + i<f 2 (x,z), 

Vz = 

2x 2 e z 

=> </»(x,y,z) = 

^ 2x 2 e z dz = 2x 2 e z + K 3 (x,y). 


cp{x,y,z ) = 2x 2 e z + seny + C 


Finalmente, J F- dr = tp(0,0, 0) - <p(2,0,4) = -8e 4 . 


Comentario: La condicion “simplemente conexo” para que F sea conservative. 


Sea F(x,y) = 


— y x 

-, t. ~ I definido en IR Z - {(0,0)}. Se verifica que P v = Q x pero 

x 2 + y 2 x 2 + y 2 1 J 


/ F-dr = 2n si C es la circunferencia x 2 + y 2 = l, 

Jc 


lo cual indica que F no tiene funcion potencial. 


Ejercicios 


7.7 Campos conservativos. Independencia de la trayectoria. 
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Lo mismo pasa si consideramos F(x,y,z) = 


x 2 + y 2 ’ x 2 + y 2 ’ 


, 0 para [ 


■{( 0 , 0 , 0 )} 


El problema en principio es que se requiere que F este definido en una region simplemente conexa, pern la explicacidn 
detallada de estefenomeno con el campo F es una cuestion topoldgica que tiene que ver con homotopias. Un articulo 
sencillo de leer sobre esto, lo puede encontrar en V Pati, “How Topology Governs Analysis” 
http : //www. isibang. ac . in/~st atmath/stinc/dat abase/not es/puncturedplane .pdf 
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7.21 Considere el campo vectorial F(x,y,z) = (yz 2 - senxsen(7r - y), xz 2 - cos (n- y) cost, 2 xyz) y sea C la 
curva que une los puntos (tt, 0, 0) con (0, ji,0), como se ve en la figura 


a. ) Verifique que F es conservative. 

b. ) Calcule J F- dr usando una funcion potencial. 



7.22 Sea Fix, y, z) = (2x + 5) i + (3 y 2 ) j + - k y C la 

z 

trayectoria que va de A = (0,1,1) hasta B = (1,0,1) de 
acuerdo a la figura de la derecha. 


a. ) 

b. ) 

c. ) 


Verifique que el campo vectorial F es conservativo. 
Calcule la integral de llnea / F dr utilizando una 

Jc 

funcion potencial. 

Calcule la integral de llnea I F ■ dr, sin usar una 

Jc 

funcion potencial. 
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7.23 Sea F definido por 


F{x,y,z) = (yz + ycos(xy)) i + (xz + xcos(xy)) j + xy lc 

y C la trayectoria que va de A hasta B de acuerdo a la 
figura de la derecha. 


a. ) 

b. ) 

c. ) 


Verifique que el campo vectorial F es conservativo. 

Calcule la integral de linea / F ■ dr utilizando una 

Jc 

funcion potencial. 

Calcule la integral de linea fc Fdr sin usar una 
funcion potencial. 


7.24 Sea F definido por 


F(x,y,z) = x i - y j + z k 

y C = Ci + C 2 + C 3 + C 4 la curva que se muestra en la 
figura de la derecha. 


a. ) 

b. ) 

c. ) 


Verifique que el campo vectorial F es conservativo. 


una 


Calcule la integral de linea l Fdr utilizando 
funcion potencial. 

Calcule la integral de linea / F ■ dr sin usar una 

Jc 

funcion potencial. 




7.25 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (2xy + z 3 )i + x 2 j + 3 xz 2 k . 


a. ) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo. 

b. ) Hallar una funcion potencial de F . 

c. ) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicion (1, 1, 1) hasta 

( 1 , 1 , 2 ). 

7.26 Sea F un campo de fuerzas tal que F{x, y, z) = (yz- y 2 + 2xz)i + (xz-2xy) j + (xy + x 2 ) k. 


7.7 Campos conservativos. Independencia de la trayectoria. 
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a. ) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservative. 

b. ) Hallar una funcion potencial de F . 

c. ) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la position (0, 1,0) hasta 

(- 1 .- 1 . 0 ) . 


7.27 Sea F un campo de fuerzas tal que F{x, y, z) = 
- (2x + 3x 2 z 2 ), i + (2 y + 3 y 2 z 4 ) j - (2.x 2 z + 4 y 3 z 3 ) k. 

a. ) Demostrar que F es un campo de fuerzas conserva- 

tive. 

b. ) Calcule la integral de linea L pdr 



7.28 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = 

1 1 1 

ycos(xy)H — — , xcos(xy), — j. 

a. ) Demostrar que F es un campo de fuerzas conserva- 

tive. 

b. ) Calcule la integral de linea l Fdr 



7.29 Sea F(x,y) = 


— i 


\x 2 + y 2 ’ x 2 + y 2 ) 


definido en IR 2 - {(0,0)} . Verifrque que P y = Q x pero que sin embargo, 


J F-dr = 2n si C es la circunferencia x 2 + y 2 = l. 
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7.8 Teorema de Green (en el piano). 

El siguiente teorema, llamado “Teorema de Green en el piano”, aplica para regiones planas limitadas por curvas 
cerradas y simples, regulares a trozos. Una idea intuitiva, en terminos de “circulacion”, se puede ver en la seccion 7.10. 


Teorema 7.4 (Teorema de Green en el piano). 

Sean P y Q campos escalares derivables con continuidad en un conjunto abierto Si del piano XY. Sea C una 
curva simple cerrada regular a trozos y sea D la region encerrada por C (es decir, C = dD). Si D esta contenida 
en S, se tiene la identidad 


<f Pdx+ Qdy = ff — - — dA 
Jc JJd ox dy 

donde C es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj. 


9 Intuitivamente, C es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj si al caminar a lo largo de C la region D esta 
siempre a la izquierda. Notar que C = dD indica que C es la frontera de D. 


5 


Ejemplo 7.26 


Calcular J y 2 dx + x 2 dy si C es la curva de la figura. 


Solucion: 

En este caso, P{x,y) = y 2 y Q(x,y) = x 2 . Como se cum- 
plen las condiciones del teorema de Green entonces, 


dQ dP 

— dA 


)d dx dy 
<1 rx 


J y 2 dx + x 2 dy = JJ 

= | | 2x-2y dydx 

Jo Jo 

= f 


2x 3 -x 4 dx - — 

10 



Figura 7.24: Curva C = C\ u C 2 U C 3 . 


7.8 Teorema de Green (en el piano). 
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Ji' 


Ejemplo 7.27 


Calcular J (x + y)dx + (3x + arctany) dy si C es la curva 
de la figura. 


Solucion: En este ejemplo, P(x,y) = x + y y 
Q(x,y) = 3x + arctan(y). Como se cumplen las con- 
diciones del teorema de Green, entonces 

f , , ff dQ dP , 

j [x + y)dx + (3x + arctany) dy = jj — — dA 

Jc JJd dx dy 

l 3-3x 

= J 3-1 dy dx 


/: 


? , 26 
5-3x-2x dx - — 



* 


Ejemplo 7.28 


Calcular J (x + arcsenx)dx + (2x + ln(y 2 -3 )) dy si C es 
la curva de la figura. 

Solucion: En este ejemplo, P(x, y) = x + arcsenx y 
Q(x,y) = 2x + ln(y 2 -3). Como se cumplen las condicio- 
nes del teorema de Green podemos poner 



Ejercicios 
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L 


(x + arcsenx)dx + (2x + ln(y-3))dy = 


dQ dP 
Id dx dy 

"2 rA—X 


IL 

/ 2 

/ 2 dydx 

-2 Jl-x 2 l4 

- L 


6 dx = 16. 

2 2 
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7.30 Sea F un campo vectorial dado por 
F(x,y) = (x + y) i - (x 2 + y 2 ) j. La curva C es la 
frontera del trapecio limitado por las curvas y = 0, x = 1, 
x = 3 y y = x como se muestra en la figura. 


a. ) 

b. ) 


Calcular la integral J F ■ dr usando elteoremade 


Green. 


I 


Calcular la integral | F ■ dr sin utilizar el teorema 
de Green. 



7.3 1 Considere el campo vectorial 

F(x, y) = x i + (x + y 2 ) j. 


Calcular Jc Fdr donde C = Ci + C2 tal y como se 
muestra en la figura a la derecha. 




7.9 Area como una integral de linea. 
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7.32 Considere el campo vectorial F(x, y, z) = y i + x 2 j . 
Calcule la integral de linea / F ■ dr donde C es la curva 

Jc 

que se muestra en la figura a la derecha 


7.33 Calcule la integral J F ■ dr donde C = Ci u C 2 u 
C 3 , y y F{x, y) = ( xy 2 + \/2 + cosjc)i + {yx 2 - ye seny ) j 


7.34 Calcule J (4 3 / + arctan(x/5) dx+ (x 2 + ln(y+ 1 )) dy 
donde C es el camino representado en la figura a la dere- 
cha. 





7.9 Area como una integral de linea. 

Si P(xj) = Oy Q(x,y) = x entonces Q x - P y = 1, aplicando el teorema de Green (si se cumplen las condiciones) 
obtenemos otra manera para calcular el area de Ad siendo la frontera de la region D una curva orientada contra-reloj. 
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Lo cual puede ser conveniente si la integral de linea no ofrece gran dificultad. 


Teorema 7.5 

Si D es una region plana limitada por una curva C, cerrada simple, regular a trozos y orientada contra-reloj, 
entonces el area de D viene dada por 



Ejemplo 7.29 


i 

2 2 

x y 

Calcular el area de la region encerrada por la elipse —r + = 1. 

a z b z 

Solucion: Parametrizamos la elipse con r(r) = acost i+bsent j con t e [0,2 n[. Esta parametrizacion orienta 
la elipse contra-reloj. En este caso, x = a cos t mientras que y = b sen t y dy = bcostdt, 


A d = 


= f xdy = f 2n t 

Jc Jo 


a cos t-bcostdt = nab. 


Ej e 


Ejemplo 7.30 (Area de un poligono simple). 


Verifique que el area de un poligono simple de n vertices {(xo,yo)>---» (x n -i,y w -t)} es 

A _ y 1 (Xfc+i + Xfc)(yfc + i - yfc) 

— L., 9 

k = 0 z 


Asumimosque (x 0 ,y 0 ) = (x n ,y n ). 




{x n ,yn ) — 



Solucion: El area del poligono es, por el teorema de Green en el piano, 



7.10 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio). 
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A P 


(f xdy = ff 

Jc JJd 


Id A 


Aqui C = Ci + C 2 + ... + C„_ 1 y cada segmento C,- esta parametrizado por 

rdt) = [{x k+l -x k )t + x k ,[y k+1 -y k )t + y k ) con te [0,1], 


entonces, 


p n- 1 p n- 1 | 

A P = <f> xdy = 22 f [yk+1-yk] [(Xfc+1-Xfc) r + Xfc] dt = Y - 

JC Jc=qJCi fc = 0 


(xk+i + x k ){yk+i-yk) 


7.10 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio). 

Rotacional de un campo vectorial. Sea F = {P,Q, R ) entonces el rotacional de F es 


RotF 


1 / fc 

AAA 

dx dy dz 

P Q R 


- (Fy Qzr Pz Rx> Qx Py 


El gradiente, la divergencia y el rotacional se puede expresar en terminos del operador “nabla”, 




' d d d 
.dy’ dy’ dy 


Este operador lo aplicamos como si fuera un vector. De esta manera, 


, d d d , , 
v/ - 


’S£ a/ a/ 

. dy ’ dy’ dy 


V-F = 


1 d_ d_ _d_t 
dy’ dy’ dy) 


(F, Q, R) 


dP dQ dR 

fy + ~dy + dy 


V x F = 


d d d 

T. t, — x (P,Q,R) 

dy dy dy) 


~ (Py _ Qz> Pz - Px> Qx ~ Py) 


Circulacion y vorticidad. La “vorticidad” es la tendencia de un fluido que se mueve a girar un objeto que es arrastrado 
por este fluido. 
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La “circulation” es el movimiento total del fluido a medida que viaja a lo largo 
de una curva. La circulation de un fluido sobre una circunferencia C en un 
piano z = c se mide con la componente tangential de F, es decir, se mide 
r\t) 

con F ■ T donde T = . 

I|r'(f)|| 



El “movimiento total” del fluido sobre C se obtiene integrando respecto a la longitud de arco, 


circulation = 


L 


FTds 


L 


F ■ dr 


Si la circunferencia es C : r{t) = {a + r cos t)i + (a + r sen t) j + ck con t e [0, 2n] y si F (x, y, z) = (- ky, 0, 0) , entonces 
RotF = (0,0, k ) y 


circulation = 


L- 


F ■ dr 


krc i Rot F ■ N z 4 c f rcu | 0 


Sobre un cuadrado tenemos algo parecido. Sea C la frontera de un cuadrado, 
orientada contrareloj, en el piano z = c. Supongamos que cada uno de sus 
lados miden L y que estos lados son paralelos a los ejes. Como antes F = 
(- ky, 0, 0) . En este caso, F T = 0 en loa lados paralelos al eje Y, En el lado de 
arriba (y = b + L) la velocidad tangential es k(b + L ) y el lado de abajo (y = b ) 
la velocidad tangential es -kb] por lo tanto, 



circulation = k[b + L)L- kbL= kL 2 = RotF lV z 4l cua d ra do 

Con un (buen poco) de esfuerzo, podemos calcular la circulation de F a atraves de la frontera de rectangulos en los 
otros pianos y generalizar este comportamiento local para llegar a la conclusion de que si Si es una superficie orientada, 
entonces 


circulation de F atravesde dSi = Flujode RotF atravesde Si 


/ F Tds = || Rot F NdS- || "circulation microscopica de F" dA 

JdS i JJS i JjD 


Orientacion positiva de C ~ dS\ respecto a N. El teorema de Stokes (o de Green el el espacio) requiere que la curva 
este orientada “positivamente”, esto significa que la orientacion de la curva debe ser tal que gire contra-reloj respecto al 
vector normal unitario Nl \ |1V| | . 


7.10 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio). 
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Orientation positiva respecto a N 


Figura 7.25: Orientation positiva de C respecto a N. 


Teorema 7.6 (Teorema de Stokes). 

Sea Si una superficie orientable, regular a trozos y limitada por una curva C = dSi, cerrada y regular a trozos. Si 
F = {P, Q,R) es de clase C 1 sobre Si y si N es elegido de tal manera que C tiene orientation positiva, entonces 


f F ■ dr = ff Rot FNdS 

Jc JJs i 


El teorema de Stokes se puede extender a dos o mas curvas cerradas. 


Eje 


Ejemplo 7.3i 


Sea Si la superficie de ecuacion z = 2 definida sobre el tirculo D = 
{x z + y 2 < 4}, tal y como se muestra en la figura. La curva C es la 
fronterade Si. Una parametrizacion para C es 

r(f) = 2cost i + 2sent j fc, te [Q,2n] 

jc(r) y(f) z(t) 

Si F{x,y,z) =3 yi-xz j + yz 2 k, 

a. ) calcular J F ■ dr usando la definition de integral de linea, 

b. ) utilice el Teorema de Stokes para calcular J F ■ dr. 

Solution: 


O Ver en 3D (en Internet) 
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a.) Por definition de integral de linea. 


f F ■ dr - f F{r{t))-r\t)dt 

Jc Jc 

= L 


(3 • 2 sen t, - (2 cos t ) (2) , (2 sen t) (2) ) • (-2 sen t , 2 cos t, 0) d t 


r-2n 

Jo 


12 sen 2 t - 8 cos 2 tdt = -20n 


b.) La superficie es S : z = 2 y la proyeccion es el circulo x + y = 4. 

(- Z X ,-Zy , 1 ) 

El vector N se debe tomar de acuerdo a la regia de la mano derecha: N = — 7777 = (0,0,1). 


Zx> Zyi 1) 1 1 


Luego, RotF = (x + z 2 , 0, -3 - z). Entonces, 


L 


F ■ dr = 


Hs R ° tFNdS = U 
= / / -5dA, pues Si: z- 2 

^ ^ Rxy 
r2n r? 

Jo Jo 


Rot F-NdS= I I (x + z z , 0,-3 - z) ■ (0,0, 1) dA = I I -3 -zdA 
S J J R x v J J R x 


-5 rdrdd = -20n 


* 


Ejemplo 7.32 


Utilice el teorema de Stokes para calcular J F ■ dr 

donde F{x,y,z) = 3 yi-xzj + yz 2 k y C es la curva de 
interseccion entre el paraboloide 2z = x 2 + y 2 y el piano 
z = 2, tal y como se muestra en la figura. 

Solucion: La curva es borde de dos superficies, el 
piano z = 2 y tambien del paraboloide 2 z = x 2 + y 2 . £Cual 
superficie escoger, el paraboloide o el piano?. 

De acuerdo al Teorema de Stokes, se puede escoger 
cualquiera de las dos. La mas simple es el piano z = 2. 



7.10 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio). 


327 


Si S : z- 2 = 0 entonces N = +(0,0, 1). ^Cua! signo se escoge?. 


l mano 


Las integrales I F ■ dr y I j RotF ■ NdS tienen el mismo valor si N se escoge de acuerdo a la regia de la i 
Jc ■l-ls, 

derecha (sino, difieren en el signo), en este caso particular y de acuerdo a la orientation de C, el que se debe 
escoger es N = (0,0, 1). 


f F- dr = ff Rot F NdS 

Jc JJs , 


[[ (z 2 + x, 0, -z -3)- {0,0,1) d A, 

JjRxy 

r> 2 jt r* 2 

( “ 

JO JO 


p2jr n2 

z-3)r dr d6 = 1 (-2-3 )r dr d6 = -\Q6\fJ 1 = -207r. 

Jo Jo 


1 2 n 


'0 




Ejemplo 7.33 


Sea F{x,y,z ) = (x + y, 2 x-z, y + z ) y Si la porcion del 
piano 3x + 2y + z = 6 en el primer octante. Sea C la 
frontera de la superficie Si. Calcular J F dr. 

Solucion: La ecuacion de la superficie Si es 
z = 6 — 3x - 2y. La curva esta orientada a favor de reloj 
respecto al vector normal N = (-z x ,-z y , 1) = (3,2,1), 
como se ve en la figura, por lo tanto debemos usar el 
vector N = (z x ,z y ,-l) = (-3, -2,-1). Observe que no 
necesitamos hacerlo unitario por la cancelacion de normas 
en la integral de superficie. 

»RotF= (2,0, 1). 


N 

RotF dS 

I INI | 


L F dr - Jl 

= jj (2,0,1) -(-3, -2,-1 )dydx 

n 3-3/2x 

7 dydx = -21. 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 
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* 


Ejemplo 7.34 


Calcular fc-ir si Fix, y, a) = iyz, xA C es la fron.era da la superflcie S, : y = ^ + 1 Hmilada porlos pianos 
z = 5-yyz = 0, como se ve en la figura. 


O Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 





Solucion: Vamos a resolver el problema de dos maneras: Proyectando Si sobre XZ y proyectando Si sobre 
YZ. 


Proyectando Si sobre el piano XZ. Como Si : y = 1 + x 2 , un vector normal es N{x,y,z ) = ±{-y x , 1 ,-y z ). El 
normal adecuado es N{x,y,z ) = (y x >-Cyz) = (2 jc,- 1,0). En la figura aparece el vector N(l, 2, 2) = (2, -1,0). 
RotF = (0, y, 1 - z). 


L F dr - ffs, 


N 

RotF dS 


n V4-x‘ 

(0,y, 1 - z) ■ (2x,-l,0) dzdx 


n V4-x 2 

-y dzdx 

_ 


- / 7 


2 n v4— X 2 


-X 


2 - 1 dzdx = -48/5. 


Proyectando Si sobre el piano YZ. Como Si : x= y/l-y, un vector normal es N{x,y,z) = ±(l,-x y ,-x z ). El 


normal adecuado es N[x, y, z) = 


1, 


2^1 


,0 


. RotF = (0, y, 1-z). 
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L Fdr = l 


N 

RotF dS 


5 r5-y 


- n 


(0, y, 1 - z) ■ 


1, 


2^1 


dzdy 


5 r5-y 


a 


2 


dzdy = -48/5. 


Ejemplo 7.35 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 

Sea Si : y = 4 - x 2 - z 2 en el primer octante y C = 3Si. Calcular 
J F-dr si F{x, y, z) = {xy, z, y) 

Solucion: La ecuacion de la superficie Si es y - 4- x 2 - z 2 . 
Vamos a proyectar sobre el piano XZ. El vector normal 
adecuado para que se cumpla la identidad del teorema de 
Stokes es N{x,y,z) = (.-y x >l>-yz) = (2x, l,2z). Para ver esto, 
tome un punto de la superficie S, digamos (1,2, 1). En este caso 
AT(1,2, 1) = (2, 1,2). A1 trasladarlo a la superficie, vemos que es el 
vector adecuado. 



9 RotF = (0,0, -x). 


Ic 


F-dr = 


N 

RotF- dS 


JJ Sl I |N| | 

JJ (0,0, -x) • (2x, 1,2 z)dzdx 

n S4-.v- 

-2xz dzdx = -4. 
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Ejemplo 7.36 


9 Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet) 


Sea Q el solido limitado por las superficies 

n 

Si : z = sen(xy), S2 : x = — y S3 : y = x. Calcule 


I 



F ■ dr si F = (z, x, x) y C es la frontera de la 
superficie Si. 


Solucion: Como Si : z = sen(xy), entonces N+{x,y,z) = (-ycos(xy), -xcos(xy), 1). Tomamos un punto dela 
superficie, digamos (1, 1, sen(l)), en la figura de arriba se muestra el vector N+ (1, 1, sen(l)) (trasladado) se nota 
que la curva C no esta orientada positivamente, asi que debemos tomar N- = (ycos(xy), xcos(xy), -1). 

Ahora, RotF = (0,0, 1); proyectamos sobre el piano XY, la region de integracion es el triangulo 0 < x < n/2 y 
0 < y < x. 


RotF- IVdS 


fc F dr - Us, 

/ nil rx 

I (0,0, 1) • (ycos(xy), xcos(xy), -1) dydx 

0 J 0 

/ 7T / 2 /-J. ^2 

| - 1 dydx = — 

0 Jo 8 



i 


7.35 Calcule / F ■ dr donde C es el camino que se repre- 
senta en la figura a la derecha y ademas F es el campo 
de fuerzas: F(x, y, z) = x 2 i + 4xy 3 j + xy 2 k . 


Z 
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7.36 Considere el campo de fuerzas 

F(x, y, z) = z 2 ycos(xy)i+z 2 x(l+cos(xy))j+2sen(xy) k. 


Calcule J F ■ dr si C es el camino que se indica en la 
figura a la derecha. 



7.37 Sea F{x,y,z) = -y 2 i + z j + x k. Considere- 
mos la superficie de la figura, S = Si U $2 y la curva 
C = Ci + C 2 + C 3 + C 4 el borde de la superficie S. 


a. ) 

b. ) 


Calcular 
de lfnea. 

Calcular 


L 

L 


F ■ dr usando la definicion de integral 


F ■ dr usando el Teorema de Stokes 



7.38 Usando el Teorema de Stokes calcule la integral 
j F- dr donde F{x, y, z) = xyi + yzj + xzk y C es el 
camino indicado en la figura a la derecha. 
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7.39 Sea F{x,y,z) = -y t+z j + {x+z) k. Use el teorema 
de Stokes para calcular L Fdr donde C es la curva de 


la figura que sigue. 



7.40 Sea F[x,y,z) = 2 yz i- 4x j-3z 2 k, y sea C la curva 
que se obtiene al intersecar la superficie z = 4 - x 2 con el 
piano y+z = 6, tal y como se muestra en la figura. Calcular 

lc Fdr ' 



7.41 Plantee las integrales necesarias para calcular J F ■ 

dr si F{x, y, z) = 3yi - xzj + yz 2 k y C es el camino 
indicado en la figura a la derecha. 



x 
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7.42 Sea F(x, y, z) = (x 2 - y, yz-x, x + 2 y). Calcule la 
integral de llnea l Fdr , donde C es la curva que se 
muestra en la figura de la derecha. 



7.43 Sea F{x, y, z) = (x + z, 2y, y-z). Calcule la integral 
de llnea l Fdr , donde C = C 1 +C 2 + C 3 tal y como se 
muestra en la figura de la derecha. 
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8 — Apendices 



8. 1 Apendice A: Mas sobre conicas 


En esta seccion vamos a ver que la manera practica de identificar la conica de ecuacion (1.2), con todos sus elementos. 
Tambien vamos ver teorla de invariantes. Usando esta teorla podemos identificar la conica, sin atender a sus elementos, 
directamente aplicando el siguiente teorema, 


Teorema 8. 1 

Consideremos la ecuacion general Ax 2 + B xy + C y 2 + D x + E y + F = 0. Entonces, 

a) si B 2 - 4 AC = 0 y 4 ACE + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 0, tenemos una parabola, 

b) si B 2 - 4 AC < 0 y ( A + C) (4 ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 ) < 0, tenemos una elipse, 

c) si B 2 - 4 AC > 0 y 4 ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 ■£ 0, tenemos una hiperbola. 

Si definitivamente se sabe que la ecuacion general corresponde a una conica propia, entonces 

a) si B 2 - 4 AC - 0, tenemos una parabola, 

b) si B 2 - 4 AC < 0, tenemos una elipse, 

c) si B 2 - 4 AC > 0, tenemos una hiperbola. 
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8.11 Preliminares: Traslacion y rotacion de ejes. 

Traslacion del origen. Sea P con coordenadas (x, y) en el sis- 
tema estandar XY. Nos interesa las coordenadas de P en un 
nuevosistema X'Y' conejesparalelosalosejes X e Y. Sielnue- 
vo sistema tiene su origen en el punto ( h , k) (en coor-denadas 
estandar), el punto P tendra coordenadas 

P = C x' , y') = (x- h,y - k) 


Y | 

y 

k 


y’A 


y- 


--iP 


* X’ 


h x 


X 


en el nuevos sistema. Asl, la transformation de coordenadas, FiguraS.l 

para pasar del sistema XY al sistema X'Y', es 

x = xf + h 

< 

y = y' + k 

Si aplicamos este cambio de variable a la ecuacion general 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx+ Ey + F = 0, 


obtenemos 


( 8 . 1 ) 


Ax' 2 + Bx' y' + Cy' 2 + (D + 2 Ah + Bk)x' + (A + Bh + 2 Ck)y' + Dh + Ah 2 + Ek + Bhk + Ck 2 + F — 0. 

Conicas centrales. Para eliminar la traslacion en el eje X' y la traslacion en el eje Y', debemos tomar h y kde tal 
manera que 


| D + 2Ah + Bk — 0, 

} A + Bh + 2Ck = 0. 

Esta sistema tiene solucion si B 2 - 4 AC 0. En este caso, 


2 CD -BE 

h = — -z , 

B 2 -4AC 

< 

2AE-BD 

lc = — . 

B 2 - A AC 

Asl, si B 2 - 4 AC j 1 0, la ecuacion general queda reducida a 


(8.3) 


Ax' 2 + Bx' y' + Cy' 2 + ■ 


CD 2 - BDE + AE 2 + B 2 F- AACF 
B 2 - A AC 


= 0 . 


(8.4) 


Las conicas propias para las cuales B 2 - 4 AC ■£ 0, se llaman “conicas centrales’’. Como la ecuacion reducida (8.4) 
permanece sin cambios al sustituir x e y por -x y -y, esta conica es simetrica respecto al punto ( h , k) defmido por 
las ecuaciones (8.3). Es decir, ( h , k) es el centro de esta conica. 
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Ejemplo 8.1 


Consideremos la conica 3x 2 - 2 xy + 5y 2 - lOx - lOy -4 = 0. Verifique que es una conica central y calcule su 
centra [h, k). Aplicar el cambio de variable (8.1) para reducir la conica. 

Solucion: Como B 2 - 4 AC ^ 0, se trata de una conica central. El centra es, segun (8.3), ( h , k) = (15/7, 10/7) . 
Aplicando el cambio de variable x = x' + h y y = x' + k, obtenemos 

3x' 2 - 2 x'y' + 5 y' 2 - 153/7 = 0. 




Rotacion alrededor del origen. Sea P con coordenadas (x, y) 
en el sistema estandar XY. Nos interesa las coordenadas de P 
en un nuevo sistema X'Y' que corresponden a una rotacion, 
respecto al origen en el sistema XY. Si el angulo de rotacion es 
9 (contra-reloj), el punto P = (x,y) tendra coordenadas 

(x',y') = (xcosd + ysend, -xsend + ycosd) 
en el nuevo sistema. 

En la figura (8.2) se ve que OM = ONcosO - NP send (£por- 
que?) y como x! = ON y y' = NP, concluimos entonces que 
x = x! cos 9 - y' sen 6 . De manera analoga, y = x' sen 9 + y' cos 9 . 



La transformacion de coordenadas, para pasar del sistema XY al sistema rotado (en un angulo 9 contra-reloj) X'Y', 
es, 


x = x'cosd-y'send 

< 

y = x'send + y'cosd 
En forma matricial, 


r x 


cos 9 -send 

(*- 1 

y, 


send cos 9 

w 


(8.5) 


Al sustituir x = x' cos 9- y'send e y = x' send + y' cos9 en la ecuacion general Ax 2 + Bxy+Cy 2 + Dx + £ , y + F = 0, 
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obtenemos la ecuacion 


A 1 x ' 2 + Bx'y' + C' y' 2 + D' x' + E' y' + F = 0, 

donde 


A! = Acos 2 0 + 5sendcos0 + Csen 2 0 

B' = Bcos 2 6 -2Asen9 cosd + 2C send cos 0 - Bsen 2 0 

C' = C cos 2 9 - B send cosd + Asen 2 9 

D' = D cos 9 + E send 

E' = Ecos9 - Dsen9 

F' = F 

Eliminar el termino “xy" Aqul es de interes el caso en que tomemos 9 de tal manera que el coeficiente de “ xy ” se 
anule. En este caso, nos quedaria una nueva ecuacion, 

A ' x' 2 + C'y' 2 + D'x' + E'y' + F = 0. 

Esto nos dice que si la ecuacion Ax 2 + B xy + C y 2 + D x + E y + F = 0 corresponde a una conica propia, este cambio de 
variable deja la conica en forma estandar (sin rotacion) en el sistema X'Y' . 

Si en la ecuacion general, B ^ 0, podemos usar una rotacion para eliminar el termino “xy”. A1 sustituir 
x = x! cos9 - y' send e y = x'sen0 + y'cosd en la ecuacion general Ax 2 + B xy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, obte- 
nemos la ecuacion 


x' 2 [A cos 2 9 + B sen 9 cos 9 + C sen 2 9) 

+ x'y' [B cos 2 9 - 2Asen9 cos9 + 2Csen0cos0 - B sen 2 9) 

+ y ,2 (Ccos 2 0-5sen0cos0 + Asen 2 0) 

+ y' [E cos9 - D send) + x' (D cos 0 + £ send) + F = 0 

Necesitamos calcular 9 de tal manera que su coeficiente Bcos 2 9 -2Asen9cos9 + 2Csen9cos9 - Bsen 2 9 se anule, 
Bcos 2 9 - 2Asen9 cosd + 2Csen9cos9 -Bsen 2 9 = 0 => (C- A) sen(20) + E> cos(20) = 0. 
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B arctan {B / ( A - C) ) 

9 Si A ■£ C, tan(2 9) = . Aqui tomamos la solution 9 = e] - nlA,nlA [. 

A — C 2 

9 Si A = C, entonces B cos(2 9) = 0. Para eliminar la rotation podemos tomar 9 = n/A. 


9 Si 9 = a es el angulo que anula el coeficiente del termino “xy”, la ecuacion general queda como 


A' x ' 2 + C' y' 2 + D' x' + E' y' + F' = 0 

Mas adelante haremos referenda al caso particular 9 = jtI 2, en este caso, el efecto de la transformation es, basicamente, 
intercambiar x con y, es decir, el resultado de aplicar el cambio de variable es 

Cx 2 - B xy + Ay 2 + Ex- Dy+ F = 0. 


E emplo 8.2 

- 


Consideremos la conica 3x 2 -2xy + 5y 2 - lOx- 10y-4 = 0. Su centra es, segun (8.3), (h, k) = (15/7, 10/7). Como 
A = 3 ^ C = 5, el angulo de rotation que anula el coeficiente del termino xy al hacer el cambio de variable (8.5) 
es 9 = arctan (~^/(3-5)) _ n /Q ai aplicar el cambio de variable se obtiene la conica (con coeficientes aproximados) 

2.585x' 2 + 5.414 y' 2 - 13.065x' - 5.41 ly - 4 = 0. 




El centra de la conica en el sistema X'Y' es [h 1 , k ') « (2.526,0.499). Como conocemos el angulo de rotation, 
entonces (£)= ( s c °^ _ c s o e s I1 e 0 )(^) « (liilf) como ya sablamos. 


8. 1 .2 Estudio de la ecuacion general. 

En el estudio de la ecuacion general, empezamos con el caso mas sencillo. Necesitamos este caso para reducir los casos 
mas complejos, via traslacion o rotation, a este caso y luego, usando invariantes, obtener la clasificacion del teorema 
( 8 . 1 ). 

Reduccion al caso mas simple Vamos a establecer la reduction de la ecuacion general en los casos en que B 2 -4 AC 
se anula o no se anula. 

Si B 2 - 4AC ^ 0, la ecuacion general se reduce a 


A'x 2 + C'y 2 + F' = 0. 
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En efecto, si h = (2 CD - BE)/[B 2 -4 AC) y k = {2AE - BD)/{B 2 - A AC), al aplicar la traslacion x = x' + h, y = y' + k, a 
la ecuacion general Ax 2 + B xy + C y 2 + Dx + Ey + F = 0, obtenemos 


Ax' 2 + Bx'y' + Cy' 2 + 


CD 2 - BDE + AE 2 + B 2 F- 4 ACF 


B 2 -4AC 


= 0 , 


(8.6) 


Ahora, a esta ecuacion reducida le aplicamos la rotation x" = x' cos 9 - y' sen 6 e y" = x' sen 9 + y' cos 9 con 6 escogido 
de tal manera que se elimine el termino “x'y'”, obtenemos 

x" 2 (ticos 2 0 + Bsen0cos0 + Csen 2 0) + y" 2 (Ceos 2 0 - B send cos 0 + tisen 2 0) 


CD 2 - BDE + AE 2 + B 2 F- 4 ACF 


B 2 -4AC 

O, en forma abreviada, A' x" 2 + C'y" 2 + F' = 0. 

Si B 2 - 4 AC = 0, la ecuacion general se reduce a 


= 0 . 


A! x" 2 + E' y' + F' = 0 o C' y" 2 + D' x' + F' = 0. 


En efecto, como B = ±2 VAC, la ecuacion general se reduce a 

Ax 2 ± 2 V ACxy + Cy 2 + D x + E y + F = 0. 

Como antes, tomamos 8 de tal manera que se elimine el termino “xy”. La ecuacion general se reduce a 

A'x' 2 + D'x' + E'y' + F = 0 o C' y' 2 + D' x' + E' y' + F= 0. 

Hay dos casos pues A' = 0 o C' = 0. Para ver esto, observemos que 

a! = Acos 2 6 ±2\/ACsen0cos0 + Csen 2 6 = {y/Acosd + VCsenO ) 2 
C 1 = C cos 2 9 ±2\/ AC sen6 cosd + Asen 2 9 = (\/Ccos0 + V Asenfl) 2 

Uno de estos coeficientes se anula si \/Csen9 = -\/Acos9 o \/Asen0 = \/Ccos9. Si A = C y B = +2 VAC, obtenemos el resultado. Si A ^ C y 

, 2tan0 B 

B = ±2yAC, entonces como tan(20) = — = tenemos, 

1 - tan 2 9 A-C 

2 (A- C) + V / 4(A-C) 2 +4B 2 


Btan 0 + 2(A- C) tan0 - B = 0 tan0 


2 B 


n A sfA r- 

tan 6 = ± J = ± —— (racionalizando con v A), 

Vac Vc 

VCsenB = -VAcos9 o VAsen9 = VCcos9. 


Completando cuadrados, estas ecuaciones se reducen a 


a! x” 2 + E' y' + F' = 0 o C' y" 2 + D' x' + F' = 0. 
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Asi, el estudio de la ecuacion general se reduce al estudio de los casos A'x' 2 + C'y' 2 + F' = 0 y C' y" 2 + D' x 1 
(pues aplicando una rotation de jil 2 , se intercambia x con y). En lo que sigue, se hace el estudio detallado. 

Estudio de los casos mas simples El primer caso que analizamos corresponde a la ecuacion 

Ax 2 + Cy 2 + F = 0. 

Si ninguno de los coeficientes es cero, tenemos 



A C 


De aqul podemos deducir que 1 

a) Si AC > 0 y AF < 0, tenemos una elipse. 

b) Si AC > 0 y AF > 0, no hay lugar geometrico. 

c) Si AC <0 y F <0 o F > 0, tenemos una hiperbola. 

En el caso de que algunos coeficientes en Ax 2 + Cy 2 + F = 0 sean cero, tenemos 

d) Si AC > 0 y F = 0, tenemos un punto. 

e) Si AC < 0 y F = 0, tenemos dos rectas que se intersecan. 

f) Si AC = 0 y [A + C)F > 0, no hay lugar geometrico. 

g) Si AC = 0 y [A + C)F < 0, tenemos lineas paralelas. 

h) Si AC = 0 y F = 0, tenemos una linea. 

Ecuaciones sin el termino “xy”. En la ecuacion 
Ax + Cy + Dx + Ey + F — 0. 

Si A ni C son cero, completando cuadrados tenemos 


A ( x+ ^) +C ( y+ 


A ) 2 - ^L + ^L 

2 C> ~ 4A + 4C 


+ — -F. 

D , E 


Si hacemos el cambio de variable x' = xh , v' = y H , la ecuacion (8.9) se convierte en 

2A y y 2C 

0 0 4ACF— CD 2 - AE 2 

Ax 2 + Cy 2 + = 0. 

y 4 AC 


Esta ecuacion es del mismo tipo que la ecuacion (8.8), asi que podemos concluir que 

Observe que AC > 0 y AF < 0 significa que Ay F tienen signo contrario y que Ay C tienen el mismo signo. 


+ F' = 0 


(8.7) 


( 8 . 8 ) 


(8.9) 


( 8 . 10 ) 
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4 ACF - CD 2 - AE 2 

a) si AC > 0 y — < 0, tenemos una elipse, 

4 ACF — CD 2 — AE 2 , , , 

b) si AC < 0 y ~4AC < 0> tenemos una hiperbola. 

Usando la ecuacion (8.10) podemos establecer centra, vertices, etc., en terminos de los coebcientes A, C,D,E y F. 
Casos A = 0oC = 0. 


Ecuacion Ax 2 + Dx + Ey+ F = 0. Si A ^ 0 y E ^ 0, completando cuadrados en la ecuacion, se obtiene la ecuacion 
canonica de la parabola 



4 EA> 


Ecuacion Cy 2 + Dx +Ey+F = 0. Si C^OyD^O, completando cuadrados en la ecuacion, se obtiene la ecuacion 
canonica de la parabola 


[y 



D 

C 



4CD> 


Ecuaciones con el termino “xy”. Si la ecuacion Ax 2 + B xy + C y 2 + D x+ E y+ F = 0 corresponde a una conica propia, 
la presencia del termino “Bxy” indica que la conica no esta en posicion estandar sino que presenta una rotation de 
angulo 9, respecto al origen. El “discriminante” B 2 - 4 AC, si se trata de una conica no degenerada, indica la naturaleza 
de la conica. 


Ejemplo 8.3 

Consideremos la conica (propia) 3x 2 + 5y 2 - lOx - lOy - 4 = 0. Para tener una primera idea de como afecta la 
aparicion del termino “Bxy”, vamos a agregar a esta ecuacion este termino de tal manera que B 2 - 4 AC sea nega- 
tivo, positivo y nulo. Para esto, en la bgura (8.3) se muestra la grafica de las conicas 3x 2 + 5y 2 - lOx - lOy - 4 = 0, 
3x 2 -2xy + 5y 2 - lOx - 10y-4 = 0, 3x 2 -\/60xy + 5y 2 - lOx - 10y-4 = 0 y 3x 2 -20xy + 5y 2 - lOx - 10y-4 = 0, 
en ese orden. 


(a) B 2 - 4^4C < 0 (b) B 2 - 4 AC < 0 (c)B 2 -4bC = 0 (d)B 2 -4AC>0 

Figura 8.3: En el caso de conicas propias, el signo de B 2 - 4 AC nos indica que que tipo de conica se trata. 



Para estudiar la ecuacion general hacemos un cambio de variable para convertir esta ecuacion en una del tipo (8.10). 
La idea del cambio de variable es introducir un nuevo sistema X' Y' en el que la conica quede en posicion estandar, i.e., 
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respecto a este sistema la conica no presenta rotation. 

Si 9 = a es el angulo que anula el coeficiente del termino “xy”, la ecuacion general queda como 


A 1 x ' 2 + C' y' 2 + D' x' + E! y' + F' = 0 

donde 


A 1 = Acos 2 a + B sen a cos a + Csen 2 a 

C' = Ccos 2 a-5senacosa + Asen 2 a 

D' = D cos a + E sen a 

E' = E cos a- D sen a 
F' = F. 

Como esta ecuacion es del tipo (8.10), 

, , 4A' C' F' - C' D' 2 - A' E' 2 

a) si A C > 0 v < 0, tenemos una elipse, 

3 AC' 

4A'C' F' — C 1 D' 2 — A' E' 2 

b) si A'C ' < 0 y AA!C' ^ tenemos una hiperbola, 

c) si C 1 = 0, A'^Oy 0, tenemos una parabola, 

d) si A' = 0, CVOy flV 0, tenemos una parabola. 

Centro, focos y vertices de la conica. Una vez que hemos eliminado el termino “xy" de la ecuacion general, 
podemos obtener la ecuacion canonica, completando cuadrados. Si en el sistema X'Y ' , el centra (o el vertice) de la 
conica es (/z', k'), entonces, en el sistema XY, {h, k) se puede obtener como 


V 


( 

cos a -sen a 

w 


sin a cos a 



Y en general, si (x', y') es un foco o un vertice de la conica en el sistema X'Y', entonces el respective foco o vertice en 
el sistema XY seria 


t 

\ 

/ A 

cos a 

-sen a 

r 

sin a 

cos a 

w 


Si B 2 - 4 AC ^ 0, el centra (de la elipse o hiperbola) en el sistema XY tambien se puede calcular (como vimos antes) 
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con la formula, 


h=(2CD-BE)l{B 2 - 4 AC ) , k = (2 AE - B D) I (B 2 - 4 AC) . 


Si B 2 - 4 AC = 0, se dice que el centra de la conica esta “en el infinito”. 

Si ya tenemos la ecuacion sin rotacion, el resto de la information la calculamos de la manera usual y luego aplicamos 
una rotacion para ubicarla en el sistema XY. 


3 


Ejemplo 8.4 


Identifique la conica 3x 2 -2xy + 5y 2 - lOx- 10y-4 = 0, determine su ecuacion canonica en el sistema X'Y' y 
trazar su grafica. 

Solucion: Primero calculamos el angulo de rotacion 

B 

tan(2a) = = 1 => a = tt/8. 

A-C 

La nueva ecuacion es 

A! x' 2 + C' y' 2 + D' x' + e! y' + F' = 0. 

donde 

A ! = Acos 2 a + Bsenacosa + Csen 2 a ~ 2.585 
C' = Ceos 2 a - B sen a cos a + 4lsen 2 a ~ 5.414 
D' = Dcosa + Usena ~ -13.065 
E' = £cosa-Dsena ~ -5.411 
F' = F= -4. 

La conica en el sistema X'Y' tiene ecuacion (con coeficientes aproximados) 

2.585x' 2 + 5.414y' 2 - 13.065x' - 5.411/ -4 = 0. 

Se trata de una elipse con ecuacion canonica 

(x'-2.527) 2 (y'-0.499) 2 



8.456 


■ + ■ 


4.037 


= 1 . 


Para hacer la representacion grafica, podemos dibujar los ejes X', Y' en el sistema estandar (rotando los ejes 
n/8 contra-reloj) y dibujar respecto a estos ejes usando la ecuacion canonica. 
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Ejemplo 8.5 


Identifique la conica x 2 - 20 \/3 xy + 2 1 y 2 - 6 = 0, determine su ecuacion canonica en el sistema X' Y' y trazar 
su grafica. 

Solucion: Primero calculamos el angulo de rotacion 

B 


tan (2 a) = 


A-C 


= v / 3 


a = 7t/6 


La nueva ecuacion es 

-9x' 2 + 31y' 2 + 0-x' + 0-y'-6 = 0. 



La conica en el sistema X Y tiene ecuacion -9x' z + 31 y 2 -6 = 0. Se trata de una hiperbola con ecuacion 
x' 2 y' 2 

canonica - ^ = 1. Para hacer la representacion grafica, podemos dibujar los ejes X ' , Y' en el sistema 

estandar (rotando los ejes nl6 contra-reloj) y dibujar respecto a estos ejes, usando la ecuacion canonica. 


Ejemplo 8.6 

Identifique y haga la representacion grafica de la conica 5x 2 -4xy + 8y 2 + 4v/5x-16\/5y + 4 = 0. Determine su 
centra ( h,k ) en el sistema XY. 


Solucion: Aplicando el cambio d variable nos queda, 


, 2 ,2 , , (x' - 1) 2 (y' -2) 2 

4x ,2 + 9y -8x'-36y' + 4 = 0 o + ^ = 1. 

J 1 9 4 

El angulo de rotacion es 6 =~ 0.463. El centra de la elipse, en el 

sistema X'Y' es ( h',k ') = (1,2), portanto, en el sistema XY es 


cosd -send 

M 

sind cos d 



(0,\/5). 



Invariantes y clasificacion de conicas. 

No es necesario eliminar el termino “xy” para clasificar una conica. Esto se puede determinar con el valor de ciertas 
combinaciones de coeficientes. 

Cuando aplicamos a la ecuacion general Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + £ , y + F = 0, el cambio de variable (8.5) obtenemos la 
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ecuacion A ' x' 2 + C' y' 2 + D' x' + E' y' + F' = 0, donde 


A! = Acos 2 9 + B send cosd + Csen 2 9 
C' = Ceos 2 6 - B send cos 0 + Asen 2 d 

D r = DcosB + EsenO (3.11) 

E' = EcosO - D send 
F' = F 

Cuando aplicamos el cambio de variable (8.1), del origen al nuevo origen O' = ( h,k ), la ecuacion general queda 
A! x' 2 + C' y' 2 + D' x' + E' y' + F 1 = 0, donde 


A' = A,B' = B,C' = C, 

D' — 2 Ah + B lc + D , 

E' = Bh + 2Ck+ E, (8 ' 12) 

F' = Ah 2 + Bhk+ Ck 2 + Dh + Ek + F. 

Se observa entonces que si aplicamos una rotation, el coeficiente F no varla y si aplicamos una traslacion, no varlan los 
coeficientes A,ByC. Tambien hay combinaciones de coeficientes que no cambian cuando se aplican combinaciones 
de estas dos transformaciones de coordenadas. Estas combinaciones se llamamos invariantes (respecto a traslacion y 
rotation). Las combinaciones de coeficientes que nos interesan son las que deciden la naturaleza de la conica, por 
ejemplo B 2 - 4AC. 


El invariante mas simple es la combination 0 = A + C. En efecto, en el caso de una traslacion es obvio, 
segun (8.12), que A + C = A' + C'. En el caso de una rotation, podemos usar (8.21) para establecer que 
A! + C' = {A + C) cos 2 9 + [A + C) sen 2 9 = A + C. 


Un segundo invariante es O = B 2 - 4 AC. El valor de no cambia si aplicamos una traslacion pues no cambian A, B y 
C. Si aplicamos una rotation, 

A' — C' = [A- C) cos2 9 + Bsen29, 


y entonces 


{A! - C') 2 + B' 2 = {A- C) 2 + B 2 , 

Ahora, agregamos 2 AC - 2 AC en el miembro izquierdo y 2 A'C 1 - 2 A'C' en el miembro derecho para obtener 

(A 1 + C'f - 4 A'C' + B' 2 = (A + C) 2 - 4AC + B 2 , 


finalmente, como 0 es invariante, 


B' 2 — 4A'C' = B 2 - 4AC. 

Un tercer invariantes es A = 4 ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 . La prueba es similar. 

Ahora vamos aplicar estos invariantes para identificar conicas a partir de la ecuacion general. Como hemos visto, la 
ecuacion general Ax 2 + B xy + C y 2 + D x + E y + F = 0, se puede reducir a alguna de las formas 


A! x 2 + C'y 2 + F ' = 0, con A',C' no nulos. 


(8.13) 
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C" y 2 + D" x = 0, con C" ? 0 y D" ^ 0. (8.14) 

Es suficiente considerar estos casos porque al aplicar una rotation de n!2 se intercambia x con y y se obtienen las 
otras combinaciones. 

9 Si la ecuacion general se reduce a la forma (8.14), entonces d> = 0 y A = —C" D" 2 ^ 0. Comod> y A son invariantes, 
aplicados en la ecuacion general, nos dice que si 

<5 = B 2 -A AC = 0 y A = 4ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 ^ 0, 
entonces tenemos una parabola. 

Si la ecuacion general se reduce ala forma (8.13), entonces O = -4 A'C' y A = 4 A'C'F' = -OF'. 

9 Si 4> > 0, la ecuacion general solo se puede reducir a la forma (8.13) y en este caso <5 = -4 A'C' > 0 nos dice 
que A' y C' tienen signos opuestos y que F' es cero solo cuando A = 0. De acuerdo a nuestra caracteri- 
zacion de conicas en el caso mas simple, la ecuacion general representa una hiperbola si <5 = B 2 -4AC > 0 y A # 0. 

9 Si 4> < 0, la ecuacion general solo se puede reducir a la forma (8.13) y en este caso <5 = -4 A'C' < 0 nos dice 
que A' y C' tienen signos iguales y que F' es cero solo cuando A = 0. De acuerdo a nuestra caracterizacion de 
conicas en el caso mas simple, la ecuacion general representa una elipse si <1> = B 2 - 4 AC <0, A^0 y F' tiene 
signo opuesto a A' y C'. En resumen, si <5 < 0, la ecuacion general corresponde a una elipse si ©A < 0. 

Toda este analisis se resumen en teorema (8.1). 


Excentricidad: Otra manera de definir las conicas. 

La parabola, la elipse y la hiperbola se pueden definir en terminos de las distancias a un punto fijo y una recta dada. 

En un piano, consideremos una recta fija 4 y un punto fijo F, no contenido en la recta; se llama “conica” al lugar 

d{Q,F) 

geometrico de un punto Q que se mueve en el piano de tal manera que la razon es siempre igual a una 


d{QJ) 

constante positiva, denotada con e. La recta £ se llama directriz y el punto F se llama foco. La constante e = 
se llama excentricidad de la conica. 


dLQ.F) 

d{Q,£) 
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Figura 8.4 


Para hacer el analisis sencillo, se puede ubicar la directriz en 
el eje Y y se puede tomar el foco en F = (5,0), con 5 > 0. Si 
Q = (jc, y) esta en el lugar geometrico, entonces si QA es el 
segmento perpendicular al eje Y, de debe cumplir 

QF 

= = e, 

QA 

que anallticamente corresponde a 

\/(x-5) 2 + y 2 

= e. 

|x| 

Simplificando se obtiene (1 - e 2 )x 2 - 2sx + y 2 + s 2 = 0. Esta ecuacion es la ecuacion de una conica, pero su naturaleza 
depende del valor de e. 

9 Si e = 1, obtenemos la parabola y 2 = 2s{x-sl2). 

9 Si e ^ 1, podemos dividir por 1 - e 2 y completar el cuadrado: 



hizzl 

s 2 e 2 
(1 - e 2 ) 2 


■ + ■ 


r 


2 2 
se 


= 1. 


(8.15) 


Por tanto, si e > 1 entonces 1 - e 2 < 0; y tenemos la hiperbola 


f x ^ 

v l-i 


2 2 
se 


2 2 
se 


= 1 


con centra 

c 


2 2 

i,t s \ o s e , , 

{h ’ k) = \Yr^’ °) • = 7T^’ Yb = 


2 2 
e 2 -l 


(1 - e 2 ) 2 e 2 - 1 

. Como en la hiperbola c 2 = a 2 + b 2 , tenemos en particular, 


e = 


a 


9 Si e < 1, entonces 1 - e 2 > 0 y la ecuacion corresponde a una elipse. De manera analoga, se puede mostrar que e = 

a 
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En resumen, dada una recta £ y un punto fijo F que no esta en 
£, el lugar geometrico de los puntos Q del piano tales que el 
cociente de las distancias de Q a F y a £ es una constante, e, es 

a) una elipse si 0 < e < 1 (una circunferencia si e = 0), 

b) una parabola si e = 1 y 

c) una hiperbola si e > 1. 

En general, si a es la longitud del semieje mayor en la elipse o la 
longitud del semieje transversal en la hiperbola, en ambos casos, 
la excentricidad es e = c/a; c se calcula como c 2 = a 2 - b 2 en 
la elipse y como c 2 = a 2 + b 2 en la hiperbola. En la parabola la 
excentricidad es siempre e = 1 . 



Ejemplo 8.7 

En este ejemplo consideramos conicas con distinta excentricidad. 

(x-2) 2 (y-1) 2 , , , 

La elipse — 1 — = 1 (en celeste) tiene excentricidad 

c , , , (y-i) 2 

e = — ~ 0.44 mientras que la elipse (jc - 2) H = 1 (en 

a 5 

c 

violeta) tiene excentricidad e = — « 0.89. Como se observa, si la 

a 

excentricidad es = 1, la elipse se parece a una circunferencia. 


(jc — 2) 2 ? 

La hiperbola — (y-1) =1 (en celeste) tiene excentri- 

c (x-2) 2 (y-1) 2 

cidad e = — « 1.118. La hiperbola = 1 (en 

a v 4 30 

c 

violeta) tiene excentricidad e = - « 2.91. Se observa como una 

a 

excentricidad grande hace que la hiperbola tenga ramas “estre- 
chas”. 





8. 1 .5 Ecuacion polar de una conica. 

El matematico y astronomo J. Kepler (1571-1630), sobre la base de una gran cantidad de datos obtenidos por Tycho 
Brahe (1546-1601) acerca del movimiento planetario (en particular de Marte), descubrio que la trayectoria de los 
planetas del sistema solar es ellptica, con el sol en uno de sus focos. En un principio Kepler pensaba que las orbitas 
deblan ser circulares, una idea dificil de desechar dado que la excentricidad de la orbita de Marte es 0.093315 (casi una 
circunferencia!) . 
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Planeta 



Afelio 


Perihelio 


El Afelio es el punto mas alejado de la orbita de un planeta alrededor del Sol. El 
perihelio, es el punto mas cercano al Sol. Si a es la longitud del semieje mayor de la 
orbita ellptica y e la excentricidad, entonces en el afelio, la distancia del planeta 
al sol es r = a{l + e) y en el perihelio la distancia del planeta al sol es a{ 1- e). 
Para obtener estas distancias es conveniente expresar la ecuacion de una elipse en 
terminos del semieje mayor a y la excentricidad. 


Para simplificar, supongamos que tenemos una conica C con excentricidad e, un foco F en el origen y una directriz 
vertical £ a una distancia d a la derecha de F. 




Como vimos en la section anterior, se debe cumplir 


QF 

QA 


Si ponemos 5 = QA y r = QF, entonces s = \d- rcos0| y — — = e. 

\d-rcos9\ 

9 Si Qlx, y) esta a la izquierda de la directriz £, entonces s = d - r cosd, despejando r obtenemos 


ed 

l + e cos 9 


9 Si Q(jc,y) esta a la derecha de la directriz £, entonces 5 = rcos9-d, despejando r obtenemos 

ed 

r = 

e cos 9 — 1 

En este caso, como r > 0, e > 0 y d > 0, se cumple ecos 9 > 1 por lo que e > 1. Esto dice que solo las hiperbolas 
tienen puntos a la derecha de la directriz £. 


En resumen, 
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Teorema 8.2 

Sea C una conica con excentricidad e, un foco F en el origen y una directriz vertical £ a una distancia d a la 
derecha de F. Si 0 < e < 1, la conica C es una elipse o una parabola; todo punto de C esta a la izquierda de £ y 
satisface la ecuacion polar 


ed 


r = 


1 + e cosd 


(8.16) 


Si e > 1, la curva es una hiperbola con una rama a cada lado de £. Los puntos de la rama de la izquierda satisfacen 
la ecuacion (8.16) y los de la rama de la derecha satisfacen 


ed 


r = 


e cos 6 - 1 


Ejemi 


Ejemplo 8.8 


8 


Considere la conica con ecuacion polar r = 

^ 1 + cosd 

Como e = 1, se trata de una parabola. El foco esta, por supuesto, en el origen. 
La directriz esta a la derecha del foco y tiene ecuacion x = 8. El vertice es 
V = (4,0). 



En Wolfram Mathematica se puede hacer la representacion grafica usando PolarPlot. El codigo del ejemplo 
anterior es, 


PolarPlot [ 8/ (1+Cos [t] ) ,{t,0,2Pi}, 

PlotRange->{{- 10 , 10} , {- 10 , 10}} , 
AxesStyle->Arrowheads [{-0 .05,0. 05}] 


ed 


1 + a cosd 


- . Para calcular la distancia 


Afelio y Perihelio. La ecuacion de una elipse (0 < e < 1) con foco en el origen es r = 

ed 

al sol en el Perihelio hacemos 6 = 0, es decir, r = . Para calcular calcular la distancia al sol en el Afelio hacemos 

1 + e 

„ , ed ed ed ed 

0 = n, es decir, r = . Como la suma de ambas distancias es 2 a, entonces 2 a= 1 => a = . 

1-e 1 + e 1-e (l + e)(l-e) 


ed ed 

Asi, r = = a[l - e) y r = = all + e). 

1+e 1-e 
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8. 1 .6 Reconocimiento de conicas con metodos matriciales. 

La ecuacion general Ax 2 + 2B xy + C y 2 + D x + E y + F = 0 se puede escribir en terminos matriciales como 


b y) 


1 A B 
y B C, 


+ 


( D e) 


'i' 


yj 


+ F = 0, 


(8.18) 


o, como X 1 AX + KX + F = 0 con X = 
( 

Si P = 

variable 


& 


, A = 


<A B 
B C 


y K = (d e). 


Pit 

p 12 

es 

P2\ 

P22 


/ 



X 

= P 

X 

UJ 


V 

r 


provoca una rotacion. Sustituyendo X = PX' en la ecuacion (8.18), 


{PX') T A{PX') + K(PX') + F = 0 X' T [P T AP)X' + K[PX') + F = 0. 


Como P diagonaliza a A, entonces 


(P t AP) = 


0 ' 

A 2; 


donde X\ y A 2 son vectores propios de A. Entonces, X' T [P T AP)X' + K{PX') + F = 0 es equivalente a 





0 ' 

M 

a 2 , 



+ D 


( . 


P it 
P21 


Pl2 

P22 


+ F= 0, 


(8.19) 


o 


Ai x' 2 + A 2 / 2 + D'x' + E'y' + F = 0. 


( 8 . 20 ) 


Como se ve, se elimino el termino "xy” y la conica se puede reconocer facilmente. 

Calculo de la matriz P. Primero hay que calcular una base ortonormal para cada espacio propio asociado a cada valor 
propio A i . En nuestro caso, cada espacio propio tiene una base ortonormal con un solo vector unitario. 

Ahora debemos colocar estos vectores base como columnas de la matriz P de tal manera que \P\ = 1. 

Si P = (iq z/ 2 j con |P| = 1, los vectores unitarios iq y u 2 , generan los nuevos ejes X'Y' . El angulo de rotacion es 
6 = Zei, iq con e\ = (0, 1). 


8.1 Apendice A: Mas sobre conicas 


353 


Ejemplo 8.9 

Identifique y haga la representation grafica de la conica 5x 2 - 4xy + 8y 2 + AVSx -16\/5y + 4 = 0. 


Solution: La forma matricial de la conica es 


X 1 AX + KX + F = 0 


con A = 


1 5 -2' 

„ [ 4V/5 

V 2 8 J 

y ^=(-16v^J 


La ecuacion caracterlstica de A es 


\XI-A\=Det 


A-5 2 

2 A-8 


= (A-9KA-4). 



La base ortonormalizada para el espacio propio asociado a Ai = 4 es v\ = 
La base ortonormalizada para el espacio propio asociado a A 2 = 9 es V 2 = 

2 /VS -l/VS' 


'2 lV5 

,i'A 

'- 1 /^ 5 ' 


2 iVS 


La matriz P = 
nos queda, 


11 VS 21 vs 


tiene determinante igual a 1. Ahora, haciendo el cambio de variable X = PX’ 


4x' 2 + 9y-8x'-36y' + 4 = 0 o 


(x'-l) 2 (/- 2) 


+ ■ 


= 1. 


El angulo de rotation es d = arccos((l,0) • vi)/||(l,0)||||iq|| = arc 005 ( 2 /^) = 0.463. El centra dela elipse, en el 


sistema X Y es [h ,k) = (1,2), portanto, enelsistema XY es 


cos0 -send 
sind cosd 


w 

K k 'l 


, i.e., ( h,k ) = (0, \/5). 


8. 1 .7 Ecuacion parametrica de una conica. 

Una parametrizacion de una curva C esunafuncion r(f) = (x(t),y(f)), te [a,b], con x(f) y y(f) funciones conti-nuas 
en [a, b]. Las parametrizaciones es lo que mas usado en graficos por computadora y modelado geometrico ya 
que los puntos de la curva se calculan facilmente. En contraste, la evaluacion de los puntos de una curva definida 
impllcitamente (como es el caso de las conicas) es mucho mas diflcil. 

En esta seccion vamos a establecer una parametrizacion para la conica propia de ecuacion general 
Ax 2 + 5xy+Cy 2 + Dx + fjy + F = 0. Hay varias maneras de hacer esto. Aqul vamos a usar la teorla que he- 
mos desarrollado previamente, usando algunas parametrizaciones conocidas para los casos simples. No vamos a ver 
como se obtiene una parametrizacion. Para esto puede ver ([?]). En principio, podemos usar el teorema (8.1) para 
identificar la conica, luego la llevamos a la forma estandar. En esta forma es facil definir la parametrizacion. 

Parabola. La parabola (y- k) 2 = 4 p(x- h) se puede parametrizar como 
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x[t) = h + pt 2 , 

< feW. 

y(f) = k + 2pt, 

Para parametrizar Ax 2 + B xy + C y 2 + D x + E y + F = 0, recordemos que esta ecuacion corresponde a una parabola 
si B 2 - 4 AC = 0 y AACF + BDE - AE 2 - CD 2 - FB 2 ■£ 0. Aplicamos una rotacion de angulo 9 = arctanCB/ (A - C)) si 
A ^ C, en otro caso, 9 = nlA. La ecuacion se reduce a 


A! x ' 2 + C' y' 2 + D' x' + E' y' + F' = 0, 

donde 


A' = Acos 2 9 + B send cosd + C sen 2 0 , 

C' = C cos 2 9 - B sen9 cos 9 + Asen 2 9, 

D' = Dcos9 + Esen9, (8.21) 

E' = Ecos9 - D send, 

F’ = F. 

En este caso A' = 0 o C 1 = 0. En resumen, la ecuacion se reduce a 

A! x’ 2 + D’ x’ + E’ y’ + F = 0 o C’ y’ 2 + D’ x’ + E’ y’ + F = 0. 

Una vez que tenemos la ecuacion asi, ya podemos completar cuadrados y aplicar la parametrizacion. Para obtener una 
representacion grafica simetrica se puede usar te [-s,s], 5>0. 


Estudio del caso C’ y’ 2 + D 1 x! + E 1 y' + F - 0 La ecuacion canonica en el sistema X’ Y 1 es 

D ’ 

(y' + E'/2C'f = ( x' + FID' - E' 2 I4C'D'). 

L/ 

Porlotanto, h = {E' 2 - 4C' F) 1 4C' D' , k = —E' I2C' y p = -D/AC’. La parametrizacion en el sistema X'Y' es 


x'{t ) = h + pt 2 , 

< te [- 5 , 5 ], 5 > 0 . 

y'(f) = k + 2pt, 

y la parametrizacion en el sistema XL es 


x{t) 


cos 9 -sen 9 ix'{t) 
sind cos 9 [y'(f) 


donde 9 es el angulo de rotacion. 
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Ejemplo 8.10 

Parametrizar la conica 3x 2 - \/36 xy + 3 y 2 - lOx - lOy - 4 = 0. 

Solucion: Como B 2 - 4 AC - 0 y 4 ACF + BDE - AE 2 - CD 2 - 
FB 2 = -1200 ^ 0, se trata de una parabola. Como A = C el 
angulo es 6 = n!4. A1 aplicar la rotacion nos queda la ecuacion 

6y 2 — loV2x — 4 = 0. 


Entonces h = —\/2l5, k = 0 y p = 5/(6\/2). Por lo tanto, la parametrizacion en el sistema XY es 

x{t) = (-12-501 + 25 1 2 ), 

< te [-s,s], s > 0. 

y(f) = ^ (—12 + 501 + 25 1 2 ), 

El estudio del caso A' x! 2 + D' x! + E' y' + F = 0 queda como ejercicio. 




La elipse. Si la ecuacion canonica de la elipse es 


(. x-h ) 2 iy-k) 2 . 

7T — H ^ — = 1, una parametrizacion es 

a z b A 


x(l) = h + a cos 1, 

< te [0,2jt]. 

y(l) = k + b sen 1, 

En particular, la circunferencia (x- h) 2 + (y- k) 2 = r 2 se parametriza como 


x(l) = h+ r cos 1, 

< te [0,2jt]. 

y ( 1) = k+ rsen 1, 


Si Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 esla ecuacion de una elipse, al aplicar una rotacion que elimine el termino “xy”, 
obtenemos 


A'x' 2 + C'y' 2 + D'x' + E'y' + F = 0 


Completando cuadrados nos queda 


(x'-h) 2 ( y'-kf 

F'/A' + F' 1C 


donde h = -D' !2A! , k = —E' I2C', F' = —F + D' 2 !4A' + E' 2 14C 1 . Esta informacion es suficiente para parametrizar la 


elipse con 


x'(l) 


en el sistema X'Y'. La parametrizacion 


x(l) 


en el sistema IL se obtiene con 
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' x{t) 


cos 6 -send 

x'(t) 

k y [t \ 


sind cosd 



te [0,2n], 


donde 6 es el angulo de rotacion. 


Ejemplo 8.11 


Parametrizar la conica 2x 2 - 2\/3 xy + 4 y 2 + 5x + 6y - 1 = 0. 


Solucion: Como B 2 - 4 AC = -20 < 0 y [A + C) (4 ACF + BDE - 
AE 2 -CD 2 -FB 2 ) = 6(-192-60v/3) < 0, se trata de una elipse. El 
angulo de rotacion es 6 = n/6. A1 aplicar la rotacion nos queda 
la ecuacion 


2 I 5\/3 
x 2 + 3+-^— 


x + 5y + 


5 \ 

— + 3^ y -1 = 0. 

i 2 ) 



Entonces h = -3.66506, k = -0.269615, a = 3.84658 y b = 1.72024. Por tanto, 

x'{t) = -3.66506 + 3.84658 cost 
y'(t) = -0.269615+ 1.72024 sen f. 

La parametrizacion en el sistema XL es 


(x{t) 

.11 

1 

2 


' x'(f) 

/-3. 03923 + 3.33123 cos t— 0.860121 sen f 


ii 

C3 

2 



y -2.06603 + 1.92329 cos t + 1.48977 sen t 


El centra de la elipse, en XY, es (-3.03923,-2.06603). 


(x—h) 2 (y— k) 2 

La Hiperbola. Si la ecuacion canonica de la hiperbola es -r . — = 1, una parametrizacion es 

cE IE 


x(f) = h + acosh f, 


y(f) = k+ b senh f, 


te [-s,s], s > 0. 


Esta parametrizacion solo es para la rama derecha de la hiperbola. La rama de la izquierda la obtenemos por reflexion 
sobre el eje x = h, es decir, 

x(f) = 2 h — [h + acosh f), 

< te [— s, s], s > 0. 

y(f) = k+ bsenh t, 
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Si Ax 2 +B xy+C y 2 +D x+E y+ F = 0 corresponde aunahiperbola (i.e. si B 2 -AAC < 0 y B 2 -AAC > 0 y 4 ACF+BDE- 
AE 2 - CD 2 - FB 2 ^ 0), eliminamos el termino “xy” y obtenemos la forma reducida A' x 2 + C'y 2 + D' x + E'y + F = 0. 
Completando cuadrados obtenemos h, k, ay b pero respecto al sistema X'Y' . Si lx' It), y'[t)) es la parametrizacion 
en el sistema X'Y', la representation grafica de la conica en el sistema XY la podemos hacer con la parametrizacion 


(x(f) 

U (f ), 


cos 6 -send lx'(t) 
sind cosd [/(f) 


donde d es el angulo de rotation. El estudio completo queda como ejercicio. 


8.2 Apendice B: Coordendas Polares 
8.2.1 introduccion 

Las coordenadas de un punto en el piano tambien se pueden establecer fijando un punto O, llamado polo u origeny 
construyendo un eje con punto inicial O. Este eje lo llamamos Eje Polar. Este nuevo sistema de coordendas se llama 
“sistema de coordenadas polares”. 

A cada punto P en el piano se le pueden asignar las coordenadas (r, d) (llamadas coordenadas polares del punto ) de la 
manera que se indica en la figura que sigue, 



Figura 8.8: Coordenadas polares de P . 


9 r es la distancia de O a P. Mas adelante la tomaremos como una “distancia dirigida”, es decir, el signo 
invierte la direccion. 

Q d es el angulo desde el Eje Polar hasta el segmento OP 

Ejemplo 8.12 

( 7T\ 71 

a. ) El punto P\2,—j esta a 2 unidades del polo. El angulo desde el Eje Polar hasta OP es d = — . 

( 7t\ 71 

b. ) El punto Q 3, — esta a 3 unidades del polo. El angulo desde el Eje Polar hasta OQ es d = — . 
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Ejemplo 8.13 (/ como “distancia dirigida”) 

a. ) El punto P\2,—j esta a 2 unidades del polo. El angulo desde el Eje Polar hasta OP es 9 = — . 

b. ) El punto Q |-2, — j esta a 2 unidades del polo pero en direction opuesta a P. El angulo desde el Eje Polar 


hasta OP es 9 = —. 

3 



P( 2.f) 



Figura8.10: r como “distancia dirigida” 

c.) El punto P ^2, — j tambien se puede representar como P ^2, — + 27rj y como P |-2, — + n 


No unicidad. A diferencia de las coordenadas rectangulares de un punto, en coordenadas polares la representacion no 
esunica: P{r,9) tambien se puede representar como P{r,9 ±2k7i) con ke Z. 


Ademas como r la tomamos como una distancia dirigida, entonces P{r,9) tambien se puede representar como 


Ejercicios 


8.2 Apendice B: Coordendas Polares 


359 


P(-r,6± (2k + 1)77) con ke Z. 

Adicionalmente, el polo se puede representar con 0(0,0) con 0e R. 
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8.1 Represente, en un sistema de coordenadas polares, los siguientes puntos, 


a.) 

(2,77) 

b.) 

(-2,77) 

c.) 

(3,77/4) 

d.) 

(3,977/4) 

e.) 

(-3,577/4) 


8.2.2 Conversion de coordenadas 

Para empezar podemos establecer una relacion inicial entre la coordenada (r,9) de un punto P y sus respectivas 
coordenadas cartesianas. La relacion se puede ver usando una figura, 



Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares. Deducimos que si tenemos las coordenadas 
polares (r,0) deun punto P, entonces las coordenadas cartesianas de P son (x,y) con 


(r, 0) 


x = r cos0 
y = rsenO 
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Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares. Si tenemos las coordenadas (x, y) de un punto 
P, podemos determinar un juego de coordenadas polares con r >0 y 6 e]-n,n], 

Este intervalo ] - n, n] es conveniente pues la funcion " arctan " usualmente la tomamos como la inversa de la funcion 
tangente en este intervalo. A la funcion arcotangente hay que hacerle algunos ajustes dependiendo del cuadrante en el 
que se encuentre el punto (x, y). 


tx, y) 


r = \J x 2 + y 2 


arctan (y/x) 

si 

x > 0 



arctan (y/x) + n 

si 

x > 0 

y 

y<0 

n 

2 

si 

x = 0 

y 

y > o 

n 

~2 

si 

x = 0 

y 

y < o 

0 

si 

x = 0 

y 

y = 0 (convenio) 


* 


Ejemplo 8. 14 (Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares) 


a.) Consideremos el punto P(V 3,nl3). Para hacer la conversion a coordenadas rectangulares, usamos la 
formula que establecimos mas arriba. 


(\/3, n!3) 


r- \/3 

X = v3 COS7T/3 = — 
2 


= V3sennl3 = 


\/3 3 
2 ’ 2 


b.) Consideremos el punto P(-\/3,n/3). Para hacer la conversion a coordenadas rectangulares, usamos la 
formula que establecimos mas arriba. 


[-V3, n! 3 ) 


v/3 


X = -\/3 COS7T/3 = 

2 


y = -\/3sen7r/3 = -- 


V3 3 
~2 r ’ ~2 
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Ejemplo 8.15 (Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares) 


a.) Consideremos el punto P(- 1, 1). Para hacer la conversion a coordenadas polares, usamos la formula que 
establecimos mas arriba. Observemos que P(-l, 1) esta en II cuadrante. 


(- 1 , 1 ) 


= v/2 


9 = arctan(^j-) +n = 


n 3n 

h 71 = 

4 4 


r 37 T 

V2, — 

4 


b.) Consideremos el punto P( 0, 2). Para hacer la conversion a coordenadas polares, usamos la formula que 
establecimos mas arriba. Observemos que P( 0,2) esta en el eje Y. 


( 0 , 2 ) 


r = \J~4 = 2 

9 = — 

2 


(*!) 


8.2 Haga la conversion a coordenadas cartesianas de los siguientes puntos, 


a.) (1,7 r) 


b. ) (-l,7r) 

c. ) (2,7 t/3) 

d. ) (— 2,7 t/3) 


8.3 Haga una conversion a coordenadas polares de los siguientes puntos, 
a.) (0,-5) 


b. ) (-5,0) 

c. ) (-V3,-V3) 

d. ) (\/3,— \/3) 

e. ) [V2,V3) 



362 


Apendices 


8.2.3 Curvas en coordenadas polares 

Observemos que si tenemos una curva de ecuacion y = x 2 , entonces haciendo la conversion a coordenadas polares 
(sin considerar el punto (0,0)), tendriamos 


y 


X 


2 


r send 

r send 

sen 0 
cos 2 6 


(r cosS) 2 
r 2 cos 2 9 

r o tambien r = sec Stand. 


Algunas curvas son mas sencillas de ver y manipular en coordenadas polares. Por ejemplo, la circunferencia x 2 + y 2 - a 2 
en coordenadas polares es la funcion constante r = a. 



Ejemplo 8.16 (Ecuacion polares de una curva) 

a.) Obtener una ecuacion en coordenadas polares de la curva (x 2 + y 2 ) 3 = 2 5 x 
Solucion Sustituyendo, 


(x 2 + y 2 ) 3 


(r 2 cos 2 0 + r 2 sen 2 0) 3 = 2 3 rcos0 


2 5 x 


(r 2 (cos 2 0 + sen 2 0)) 3 = 2 3 rcos0 


r 6 = 2 5 rcos0 


r = 2\/cos 6 



Figura 8.12: Curva (x 2 + y 2 ) 3 = 2 5 x 


Ejemplo 8. 1 7 (Circunferencias y rayos) 

a.) Las circunferencia x 2 + y 2 = a 2 tiene ecuacion polar r = a (funcion constante) . 
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En efecto, sustituyendo obtenemos 


2 2 2 
x+y = a 


(rcos0) 2 + (rsen0) 2 = a 2 


(rcosd) 2 + (rsend) 2 = a 2 


r 2 (cos 2 0 + sen 2 0) = a 2 


r - a 

Figura8.13: Circunferencia r = 2 

b.) La recta de ecuacion y = mx (una recta que pasa por el origen) tiene ecuacion 0 = arctan(m) 

En efecto, sustituyendo obtenemos _ x 



y = mx 

rsenB = mr cos0 

tan0 = m 

0 = arctan(m) 

Por ejemplo, la recta y = v/3jc tiene ecuacion en polares 

r~ 71 

0 = arctan v3 = — . 

3 



Figura8.14: Recta 0 = — 
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8.4 Obtener una ecuacion en coordenadas polares para la curva (x 2 + y 2 ) 3 = x 3 . 

8.5 Obtener una ecuacion en coordenadas polares para la curva y = x 

8.6 Obtener una ecuacion en coordenadas polares para la curva (x + l) 2 + y 2 = 1 

8.7 Obtener una ecuacion en coordenadas polares para la curva x 2 + y 2 = 2 \J x 2 + y 2 + x 
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Graficar en coordenadas polares. 

En general, en este curso, nos interesan curvas de ecuacion r = g{9). La manera de hacer la representation grafica de 
curvas sencillas es (por ahora) representar algunos puntos de la curva y usar propiedades de simetrla para completar el 
grafico. 



8.2.5 Simetria 

En el ejemplo 8.18 podemos notar que la grafica presenta simetria respecto al eje Y. Haber notado esto nos hubiera 
permitido conocer propiedades de simetria de la grafica. 

Hay una manera de verificar si una curva presenta simetria respecto a la linea 6 = tt/2, respecto al Eje Polar y respecto 
al Polo. 
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Estas pruebas de simetria solo dan “condiciones suficientes”, es decir, si la prueba de simetrla falla, podria ser 
todavia que la curva presente simetria. Esto es asi porque como las coordenadas en polares no son unicas, las cur- 
vas pueden tener ecuaciones alternativas. En algunas de estas ecuaciones las pruebas de simetria funcionan, en otras no. 


Pruebas de simetria. En este curso solo consideramos tres pruebas de simetria. 




37T 3 n 

2 2 

(a) Simetria respecto a la recta 9 - n/2 (b) Simetria respecto al Eje Polar 



3 n 
2 


(c) Simetria respecto al Polo 


(Pruebas de simetria: Suficientes pero no necesarias) 


Prueba de simetria Aplicar a r = f[9) y simplificar 


Simetria respecto a la recta 6 = n/2 
Simetria respecto al Eje Polar 
Simetria respecto al Polo 


r = f[n-9 ) o -r = f{-9) 


r = f{-9) o - r = f(n-9 ) 
r = f[n + 9 ) o -r = /(0) 


Para aplicar las pruebas de simetria es util recordar que 


cos (-0) = 

cos (0) 

sen(-0) = 

-sen(0) 

COS(7T-0) = 

— cos(0) 

sen(7r-0) = 

sen(0) 

COS(7T + 0) = 

-cos(0) 

sen(7r + 0) = 

-sen(0) 
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Ejemplo 8.19 

Aplicar las pruebas de simetria la curva de ecuacion r = 3 + 2 cos 0 . 

Solucion: 

a. ) Simetria respecto a la recta 6 = nl 2 : La prueba no dice nada. 

r = 3 + 2cos0. Primera sustitucion: r = 3 + 2cos(7t-0) = 3-2cos0, falla! 

r = 3 + 2cos0. Segunda sustitucion: -r = 3 + 2cos(-0) => r = -3 -2 cos 9, falla! 

b. ) Simetria respecto al Eje Polar: Si hay simetria. 
r = 3 + 2cos0. Primera sustitucion: r = 3 + 2cos(-0) = 3 + 2cos0 S 

c. ) Simetria respecto al Polo: La prueba no dice nada. 

r = 3 + 2cos0. Primera sustitucion: r - 3 + 2cos(7r + 0) = 3-2cos0, falla! 

r = 3 + 2cos0. Segunda sustitucion: -r = 3 + 2cos0 => r = -3 -2 cos 6, falla! 



Figura8.16: La curva r - 3 + 2cos0 presenta simetria respecto al Polo 


Prueba rapida de simetria 


n 


a.) Las curvas de ecuacion r = /(send) son simetricas respecto a la linea 6 = — 
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b.) Las curvas de ecuacion r = /( cos0) son simetricas respecto respecto al Eje Polar 
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8.8 Verifque que la curva r = 1-2 cos 0 es simetrica respecto al Polo 

8.9 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacion r = 2 cos3 0. 

8.10 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacion r 2 = a 2 cos 3 0 con a constante no nula. 

8.1 1 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacion r 2 = a 2 cos 20 con a constante no nula. 

8.12 Aplicar las pruebas de simetria a la curva de ecuacion r = 3 cos 20 con a constante no nula. 


8.2.6 Maximos, ceros y tangentes al polo. 

Una ayuda adicional para realizar el grafico de una curva con ecuacion en coordenadas polares, es conocer los angulos 
para los que | r\ es maximo y para los cuales r = 0 y adicionalmete conocer las tangentes al polo. 

Maximo valor de | r\ Para curvas sencillas podemos obtner el valor maximo de | r \ por inspeccion, usando el hecho de 
que -1 < sen0 < 1 y -1 < cos0 < 1. 


Adionalmente podriamos aplicar calculo: Los puntos criticos los obtenemos resolviendo la ecuacion — = 0. 

dO 


Ceros Resolvemos la ecuacion trigonometrica /(0) = 0 

Tangentes al Polo. Sea C una curva de ecuacion r = /(0) con / una funcion derivable. Si la grafica de C pasa por el 
Polo cuando 0 = a entonces /(a) = 0. 

Supongamos que cuando 0 = a, tambien tenemos una tangente no horizontal a C en el Polo, es decir, /'(a) ^ 0. La 
ecuacion de esta recta tangente es y - mx con m = tana (pues pasa por el origen). Esto es asi porque como 

x = /(0)cos0 
y = /(0)sen0 


Entonces, las pendientes de las tangentes vienen dadas por 


dy 

dy = d6 

dx dx 
dO 

Asi, evaluando en 0 = a 


flO ) sen0 + fl6) cos0 
fie) cos0 - fie) sen0 


(cuidado: La pendiente de la tangente no es /'(0)) 
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dy /'(a) sen a + /(a) cos a 


= tan a si /(a) = 0 y f\a)^ 0. 


dx 0 =Q: /'(a) cos a -/(a) sen a 


Tangentes y Tangentes al Polo 


9 La linea 6 = a es una tangente al polo en la grafica de la curva , C si /(a) = 0 y /'(a) ^ 0 



9 Tambien puede pasar que la derivada solo exista como un llmite unilateral o que dy/dx se tenga que 
calcular como una forma indeterminada en el caso de que /(a) = 0 y f{a) = 0. 


Ejemplo 8.20 

Realizar el grafico de la curva de ecuacion r = 1 - 2 cos 6. 

Solucion: Para realizar la grafica vamos a aplicar las pruebas de simetrla, vamos a calcular los valores maximos, 
los ceros y las tangentes al polo. Finalmente haremos una tabla de valores. 

a. ) Simetrla: La curva es simetrica respecto al Eje Polar. 

b. ) El valor maximo de |r| : Por inspeccion: Como 2 > -2cos 8 > -2, entonces el valor maximo es |r] = 3 


cuando 6 = n 



c.) Ceros en [0, 2zr] : l-2cos0 = O 


d. ) Tangentes al Polo en [0, 2tt] : La funcion se anula en a = nl3, 5n/3. Como r'(6) = 2sen 9 y como 

r'( 7r/3) ^ 0 y r'( 5zr/3) ^ 0, entonces las rectas 6 = n/3 y 6 = 3n!3 son dos tangentes al Polo. 

e. ) Tabla de valores y grafico 
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9 

0 

n/6 

n 1 3 

71/2 

2n/2 

71 

r 

-1 

« -0.73 

0 

1 

2 

3 



2 


Figura8.17: Curva de ecuacion 
r- l-2cos0. 


I 


Nota sobre tangentes al Polo. Si f no esta definida en el cero 9 = a entonces no se pueden definir tangentes al Polo 
para este valor del angulo. Por ejemplo, la curva de ecuacion r = \/cos(2 9) tiene ceros en 9 = ±n/4 pero su derivada 

r'{9) = sen ^^l est ^ definida solo si cos(20) > 0, es decir, esta funcion no tiene tangentes al Polo en 9 = ±n!4. 
\/cos(20) 



Las rectasd - ±n ! 4 son “tangentes en el limite”, pues como 

x= r(0)cos0 
y = r(0)sen0 

Entonces, 

71 

4 


dy 

dy _ ~d9 
dx dx 


-sen(2 9) 

r' [9] sen 9 + r (0) cos 9 v / cos(20) 


sen0 + \/cos(20)cos0 


r'(0)cos0 - r(0)sen0 -sen(20) 

\/cos(2 9) 


cos 9 - \/cos(20)sen0 
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8.13 Realizar el grafico de las curvas cuya ecuacion se indica en la lista que sigue. Usar simetrla, ceros, valores 
maxomo de \r\, tangentes al Polo y una tabla de valores. 

a. ) r = 2 

b. ) 6 = 3tt 14 

c. ) r = 3cosd 

d. ) r = 3sen0 

e. ) r = 2 + 3cos0 

f. ) r = 2-3cos0 

g. ) r = 4cos20 

h. ) r = 4sen20 


.2.7 Curvas especiales 

Hay muchas curvas importantes que tienen una ecuacion simple en coordenadas polares. A continuation hacemos un 
resumen de algunas de estas curvas. 



- < 1 

a 

- = 1 

a 

\ < - <: 

b 

b 

b 

Caracol 

con lazo interno 

Cardioide 

Caracol 


a 


> 2 


b 


Caracol 


Figura8.19: Caracoles r - a±cos9, r — a ± send, a > 0, b > 0. 
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n 



3 K 
2 


r = a cos nd 

Rosa 


K 

2 



2 

r = a cos nO 

Rosa 


n 


2 



2 

r = a sin nd 

Rosa 


n 



3k 

2 

r = a sin 

Rosa 


Figura 8.20: Rosas de n petalos si n es impar y de 2 n petalos si n es par 



r = a cos 6 

Cfrculo 


r = a sin 0 

Cfrculo 


r 2 = a 2 sin 26 r 2 = a 2 cos 26 

Lemniscata Lemniscata 


Figura 8.21: Circulos y Lemniscatas 
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Soluciones del Capftulo 1 

1.1 a.) (y-2) 2 == (x-2) 
b.) (x-2) z ==4 y 


1.2 Se trata de una parabola con foco en (2, 3) y directriz con ecuacion x = 4. Por lo tanto, la parabola tiene vertice en 
(3, 3) y abre hacia la izquierda. Su ecuacion es (y - 3) 2 = -4(x - 3) . 


1.3 


a. ) 2x 2 -4x + 1 = y => 2(x- l) 2 = y+ 1 => (x- l) 2 = -(y + 1). 

b. ) y 2 = — (x h — ) 

J 9 8 

c. ) (y+ l) 2 = 4(x + 2) 

d. ) (x+1) 2 = 2(y-2) 

e. ) x 2 = (y - 2) 


1.4 El vertice es [h, k ) = (1,3). Por la posicion del foco se deduce que el eje es paralelo al eje X y la parabola abre hacia 
laderecha. Entonces la ecuacion canonica es (y-3) 2 =4p(x-l). Como p= 1 1 (2, 3) - (1, 3) 1 1 = 1, la ecuacion canonica 
es (y-3) 2 = 4(x- 1). 
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1.5 La ecuacion canonica es de la forma (y- k ) 2 = 4 p(x- h). Como contiene los tres puntos, entonces 


(0 -k) 2 = 4p(0-/z) 

(2-k) 2 = 4p(-l-h) 
(-2-k) 2 = 4p(-2-h) 


/ 1 2 ; 1 

24 P 3 3 


Por tanto, la parabola es 


v y_ 3 


= 4--- 


1 

24 


1.6 Como [h, k) - (-1, 1) y p = 1, entonces (x + l) 2 = 4(y- 1). 

1.7 La ecuacion es (y - k) 2 = 4p(x - h) y abre a la izquierda. El vertice es ( h , k) = (5,4) y p = — 2. Entonces la ecuacion 
canonica es (y-4) 2 = -8(x-5). 

1.8 (x — 2) 2 = 2(y — 3). 

1.9 El vertice es [h, k) = (2, 0). Como b> 2, la parabola solo podria abrir hacia arriba o hacia la derecha. 

9 Si abre hacia arriba, la ecuacion canonica es (x - 2) 2 = 4 py. En este caso, como 8 + p = 10 => p = 2 y entonces 
b = 10. En este caso tenemos la para]bola (x - 2) 2 = 8y. 

Q Si abre hacia la derecha, la ecuacion canonica es y 2 = 4p(x - 2). En este caso, como la directriz tiene ecuacion 
x = 2 -p, tenemos 


b-(2-p) = 10 

64 = 4p(b-2) 


p = 8; b = 4 o p = 2; b = 10. 


Las tres parabolas son (x - 2) 2 = 8y ; y 2 = 32 (x - 2) y y 2 = 8 (x - 2) . 



1.10 


(x+1) 2 (y-5/4) 2 

+ — 

1/4 1 


1.11 


, (y- 1) 2 (x + 2) 2 

a.) 1 — — 1 
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(x + 4) 2 (y + 2) 2 

b.) — — — + -2— = 1 


16 


4 


, (x + 2) 2 (y + 4) 2 

c.) + — 

4 16 

2 


= 1 


d.) x 2 + 


2 , O'- 2) 


= 1 


1.12 La ecuacion canonica la obtenemos completando cuadrados. 


- . (y-3) 2 , (x — 2) 2 , 

9 Ecuacion canonica: 1 = 1. 

4 1 

9 Centro: ( h,k ) = (2,3) 

9 a 2 = 4, b 2 = 1 y c = \/3 
9 Focos: (2, 3 ± \/3) 

9 No hay interseccion con ejes. 



12 3 4 


T 


1.13 Los datos los podemos representar en la figura de la derecha. 


Como el centra es ( h , k ) - (0,0), entonces la ecuacion es 

x 2 y 2 
J2 + ~2 = 1 

Esto es as! pues el vertice (0, 5) nos indica que el eje mayor esta 
(en este caso) sobre el eje Y. 



Ahora, como (0, 5) es un vertice y el centra esta en (0, 0) , se sigue que a = 5 y 


x 2 y 2 

-r + — - 1 

b 2 25 


(-D 2 3^ 

b 2 + 25 


Por otra parte, como (-1,3) esta en la elipse 
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, 25 

de aqut, despejando, obtenemos b = — . Finalmente, la ecuacion canonica de la elipse es 

16 


2 2 
X V 
-+^- = l 
25 25 

16 


1.14 La elipse se puede ver en la figura de la derecha. 


Como la elipse es tangente a los ejes en el primer cuadrante, el 
otro vertice debe ser (0,2) (su eje mayor no puede ser paralelo 
al eje Y pues su semieje menor serla de 8 unidades y el mayor 
de 1 unidad!). Luego, (h, k ) = (4,2), a = 4 y b = 2. La ecuacion 
canonica es 

(x-4) 2 | (y-2) 2 _ 

16 4 



1.15 La elipse se puede ver en la figura de la derecha. 

Segun los datos, ( h , k ) = (0,0) y (4,0) es el vertice de la derecha, 

entonces a = 4 y (3, 1) satisface la ecuacion de la elipse: 

3 2 l 2 _ 

II + fo 2 " 1 


2 16 

b = — .La ecuacion canonica es 


2 2 
X V 

H T7f = 1. 

16 f 



9 Centro: ( h,k ) = (0,0), 
/96 

9 C= VT’ 

, /96 

9 focos: (0+ \ — ,0), 

V 7 

9 vertices: (4,0) y (-4,0). 


? (y-i) 

1.16 (x — 2) 2 + — = 1. 


9 Centro: (/z, k) = (2, 1), 
9 c = n/8, 

9 focos: (2, 1 ± \/8) 

9 vertices: (2,1+3). 


1.17 La elipse se puede ver en la figura de la derecha. 
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La ecuacion canonica de la parabola es y 2 = -4(x-8). De esta 
ecuacion se obtiene el otro foco y un vertice derecho de la elipse. 
La ecuacion canonica es 

(x-3.5) 2 v 2 

= — + — = 1 . 

4.5 2 8 



o Centro: ( h,k ) = (3.5,0), 
9 c = 3.5, 

9 focos: (0,0) y (7,0), 

9 vertices: (-1,0) y (8,0). 


1.18 La ecuacion canonica es t- — = 1. 

64 55 

9 Centro: ( h,k ) = (0,0), 

9 c = 3, 

9 focos: (±3,0), 

9 vertices: (±8,0). 


1.19 La ecuacion canonica es 1 = 1 . Por lo tanto es una elipse. 

9 16 F 

9 Centro: ( h,k ) = (2,-3), 

9 c= \/7, 

9 focos: (2,-3 ± y/l), 

9 vertices: (2, -3 ±4). 


1.20 Si consideramos los lados del cuadrado como ejes coordenados, el circulo inscrito es un circulo con centra en 
(r, r) y (x, y) = (3,4) es un punto en la circunferencia. 


Por lo tanto, 


(x — h) 2 + {y-k,) 2 
(3- r) 2 + (4 - r) 2 
r 
r 


7-2v / 6 = 2.1 
7 + 2 n/6 w 11.8 


Como r < 4 entonces r = 7- 2\/6. 



1.21 De laminformacion que nos dan deducimos: 

9 El foco de la parabola (x-2) 2 = -4(y-6) es V\ = (2, 6-1) = (2,5) pues p = -1. 
9 El centra de la hiperbola (x - 2) 2 - (y - 1) 2 = 1 es V 2 = (2, 1) . 
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9 Los vertices nos indican que la elipse tiene centra en (h, k) = (2, 3) y su ecuacion canonica es 

(x-2) 2 (y-3) 2 n 

b 2 2 2 


9 Como la elipse contiene el punto (1,2), 

(1-2) 2 (2-3)2 , , 2 4 

b 2 2 2 3 



1.22 a.) C es una parabola de ecuacion canonica 

(x-2) 2 = — 8(y + 1). 


b. ) Centro de la elipse (2,-1) 

c. ) d(Fi,F 2 )=4 => 2c = 4 => c = 2 

d. ) d(F] ,V]) = 3 => a-c = 3 => a = 5 

e. ) Z? 2 = 21 

f. ) Ecuacion canonica de la elipse: 

(x — 2)2 (y + l) 2 
21 25 

g. ) Vertices (2,4), (2,-6). 

h. ) Focos (2,1), (2,-3). 


1.23 La ecuacion canonica es 

(y — 2)2 (x-3) 2 _ 

4 8 _ 

1.24 La ecuacion canonica es 

2 2 

x y 

64 36 ” 

Como c = 10, los focos son (±10,0) y los vertices son (±8,0). La ecuacion de las asintotas es 3x-4y = 0 y 3x + 4y = 0. 
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1.25 La ecuacion canonica es 

9 


r (x-i r 


= 1. 


1.26 El centra es (-4, 1). a = 6 y b = 4. La ecuacion canonica es 


(x + 4) 2 (y — l) 2 
36 16 


= 1 . 


1.27 La ecuacion canonica es 


son y = + -(x- 1) -2. 
y 4 


(x-1) 2 (y + 2) 2 

16 9 


= 1. Vertices en (-3,2), (5,-2) yfocosen (-4, -2), (6, -2). Lasasintotas 


1.28 La ecuacion canonica es 


(x-3) 2 (y-2) 2 


= 1 . 


9 4 

Como c = vT 3, los focos son (3 + \/l3, 2) y los vertices son (3 + 3,2). 


1 .29 Como \/3 • 4 > 6, la asintota y = \/3 x va por arriba del punto (4,6). Esto nos dice que la ecuacion de la hiperbola 

x 2 y 2 o o 16 36 

es ~ ~t: — 1 . Como (4, 6) esta en la hiperbola y como \r = 3 a z , entonces tt = 1 => a = 4. Asi, la ecuacion 

a z b z a z 3 a z 

canonica es 


x 


2 


4 



2 2 

x y 

1.30 La ecuacion canonica es = 1. 


1.31 La parabola tiene ecuacion canonica (y-1) 2 = -8(x + 2), por tanto el centra de la hiperbola es (-2,1). 


Como un foco esta en (3, 1) y un vertice esta en (1,1), el eje 
transversal es paralelo al eje X, a = 3, c = 5 y b - 4. La ecuacion 
canonica es 

(x + 2) 2 (y-1) 2 

9 16 

Sus focos son (3,1), (-7,1) ysus vertices (1,1). (-5,1). Las asin- 
totas son y = + |(x + 2) + 1. La hiperbola interseca al eje X en 
x « -5.093 y x = 1.0933. 



1.32 

a. ) Como fc > 0 y A; - 16 > 0, se trata de una elipse. 

b. ) Como k > 0 y k - 16 < 0, se trata de una hiperbola. 

c. ) Como A; < 0 y A; - 16 < 0, la ecuacion no tiene solucion, es decir, no es la ecuacion de una curva. 
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1.33 Se trata de una hiperbola. 


, (y+1) 

La ecuacion canomca es (x- 1) = 1. 

9 

9 Centro (1,-1), 

9 a 2 = 1 y b 2 = 9, 

9 c 2 = 1 + 9 => c = n/To, 

9 Focos (1± vTo, -1). 

3 

9 Asintotas: y = ±y(x-l)-l. 



Soluciones del Capitulo 2 

2.1 Df = {{x,y)eU 2 tq (x-4) 2 + y 2 >l y x^O y y # 0.} Este dominio corresponde al exterior de la elipse (incluye 
el borde) y se debe excluir los ejes XyY (lmeas punteadas). 




2.3 


a.) z = 4- x 2 ; y = 0. 
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b.) (z-2) 2 + (y-2) 2 = 4; x = 0. 




d.) z + 2y = 4; x = 0 
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2.4 Es un punto, P = (1, -2, 0) 


2.5 

a.) Plano 2z + y = 2. 



b.) Plano x = 2. 

ZA 



c.) Plano x — y — z = 0. Podemos usar las rectas y = x \ 



z = x. 


d.) Plano x + y- z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x = 2 ; y = 2; z = -1. 
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e.) Plano 2x + 2y + 2z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x = 1; y = 1; z= 1. 


Z 





2.6 Plano 4x - 4y + 2z = 4 en el primer octante. En este caso el piano lo dibujamos desde el segmento que va de x = 1 
hasta z = 2. 



2.7 

a.) x 2 + (y-2) 2 = z/4. 
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b.) z 2 + y 2 = xl 4 



c.) 


x 2 + y 2 + {z- l) 2 /9 = 1 




e.) x 2 + y 2 - (z-2) 2 = 0 
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f.) x 2 + (y-2) 2 -z 2 = 0 

Zk 



1 


2.8 Se trata del paraboloide 4- z = x 2 + (y-2) 2 . El vertice es (0,2,4). 

a. ) Si x = 0 entonces 4- z = (y-2) 2 . Por tanto la traza es (y- 2) 2 = -(z-4), x = 0. 

b. ) Si z = 3 obtenemos la traza 1 = x 2 + (y-2) 2 , z = 3. 

c. ) Si z = 0 obtenemos la traza 4 = x 2 + (y-2) 2 , z = 0. 
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2.9 Solido Qi 


x 


2 


+ y 



2.10 Solido Q 2 . 
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x — y + z = 0 



2.11 Solido Q 3 . 


2.12 Solido Q 4 . 



2.13 Solido Q 5 . 
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2.14 Solido Qg. 



2.16 Solido Q 8 . 
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2.17 Solido Qg. 



2.18 Solido Q 10 . 
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X 
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2.20 Solido Q 12 . 



2.21 Solido Q 13 . 



2.22 Solido Q 14 . 
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2.23 Solido Qi 5 . 


y + 2z 



2.24 Solido Q 16 . 
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2.25 Solido 


Ql7 • 



2.26 Proyecciones de Q. 

Proyeccion sobre XY Proyeccion sobre YZ 




Proyeccion sobre XZ 



2.27 Proyecciones de Q. 
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Proyeccion sob re XY 



2.28 Proyecciones de Q. 
Proyeccion sobre XY 



Proyeccion sobre YZ Proyeccion sobre XZ 




La curva Ci se proyecta en la curva C en el piano 
XY. La curva C\ es la intersection de las superfi- 
cies y 2 + z 2 = 4 y 2x - 2y + z = 2; para calcular su 
ecuacion eliminamos z, 

y 2 + z 2 = 1 

-i => y 2 + (2 - 2x + 2 y) 2 = 4. 

2x-2y + z = 2 (una elipse con rotacion) . 


Proyeccion sobre Y Z 


Proyeccion sobre XZ 


La curva Ci se proyecta en la curva C en el piano 
XZ. La curva Ci es la intersection de las superfi- 
cies y 2 + z 2 = 1 y 2x - 2y + z = 2, 
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Y 


y 2 + z 2 


2x-2y + z 


1 

=> (— 1 + — + x) 2 + z 2 = 1. 

2 

2 (una elipse con rotation) . 


Soluciones del Capftulo 3 

3.1 Usando la regia para la derivada del cociente, 


df 

dy 


df 

dx 


y y [xy] • (x 2 - y 2 ) - ^ [* 2 - y 2 ] • 
(x 2 - y 2 ) 2 

x-(x 2 -y 2 ) + 2y-xy 
(x 2 - y 2 ) 2 

(x 2 - y 2 ) 2 


y- (x 2 -y 2 ) -2x-xy 
(x 2 - y 2 ) 2 


/y(2,l) = 


10 


3.2 Se debe usar la regia de la cadena para funciones de una variable, 

— = 5ln 4 (x y + x 2 + 2l') • — [\n(x y + x 2 + 2 y )] 

dy dy 

= 5ln 4 (x y + x 2 + 2- ) ') [x y In x + 2 y ln2) 

x y + x 2 + 2 y 


d 4- = 5ln 4 (x^ + x 2 + 2> 7 ) — [ln(x y + x 2 + 2->')] 

ox ox 

= 5\n A (x y + x 2 + 2 y ) ^ (y • x y_1 + 2x) 

x y + x 2 + 2y y 
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d 2 z 2 

33 * dx? =4 “ ~ 2 

d 2 z 2 

9 ^=4b 2 -2 
dy 2 

d 2 z d 2 z y y 

9 ^ + +6 >- 4 = »'' / 


3.4 Sea u = — , entonces z = f[u) 

y 

dz . 2x 

® — = / (u)- — 
dx y 


dz . -x 2 

® — = /(u)- — 
dy y 2 

dz dz . 

9 x— + 2 y— = f (u) 
dx dy 


2x z 2x 2 

y y 


= o sj 


3.5 


9 

dz 


dz 
dx 
x + 


y- 


x 2 + y 2 


2 z 


x 2 + y 2 


dx 2 z 

9 Ahora sustituimos, 


dz 


dz 


zx— + zy— 

dx J dy 


= zx ■ 


x 2 + y 2 


x + 


+ zy- 


x 2 + y 2 


2xy- 


2 z 
xy 

x 2 + y 2 x 2 + y 2 


■ + ■ 


xy 


2 z 


= xy 


-x 2 /kt 


3.6 Pongamos C(x, t ) = 


V~t 


d£ 

dt 


-2x 


1 


let vT ^ 


-x 2 /kt 


= e 


-x 2 /kt( x 2 


1 


\kt 512 2t 312 


dC 1 -2x -x 2 llct 

9 — = e 

dx sft kt 


d 2 C - x 2 lkt 1 


\Tt 


4x 2 


,k 2 t 2 kt 


=e 


- x 2 /kt 


4x z 


k 2 t 512 kt 312 


d 2 C k 

9 Luego, multiplicando — - por — se obtiene la identidad. 


3.7 z es una funcion de dos variables pero / es una funcion de un solo argumento y como tal, se deriva de la manera 
ordinaria. AquI es conveniente hacer el cambio de variable u = x 2 y + y de tal manera que z = /( u) ■ \/x + y 2 . 
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dz 

dy 


f'iu) ■ [u] ■ Jx + y 2 + f{u) • 

dy v dy 

f'{u ) • (x 2 + 1) • i/x + y 2 + f{u) ■ — 

V x+ y 



dz 

dx 


f'(u)~[u]-yjx + y 2 + /(«)~ \J x + y 2 


dx 


f'{u)-(2xy)-\/x + y 2 + /(m) ■ 


2 i/x + y 2 


3.8 9 u x = e- y cosx 

9 M y = e-^senx 
9 M xx = -e y senx 
9 Myy = e^serix 
d 2 u d 2 u 

9 — + — — = -e- r senx + e'serix = 0 v 
dx 2 dy 2 v 


3.9 9 u f = -mcos(x- at) + 


9 Uff — — m 2 sen(x — Mf) — 


9 u x = cos(x - at) + ■ 


1 


x + at 
a 2 

(x+ a?) 2 


x+ at 


9 m xx = -sen(x- at) - 


9 Uj-f — — m 2 sen(x — m f) ■ 


1 


(x+ a?) 2 
a 2 

[x+ at) 2 


= a 


sen{x- at) , 

v ( x + atY , 


— a ■ u xx . \J 


3.10 Sea A - x— at y B = x + at, entonces m(x, f) = /(A) + /IB). 
9 Uf — — af (A) + ag' (B) 

9 u tt = a 2 f"[A) + a 2 g"(B) 

9 u x = f (A) + g'(B) 

9 u xx = /"(A) + g"(B) 

9 u tt = a 2 f"(A) + a 2 g"(B) = a 2 ■ u xx . sj 


, dz dz 

3.11 Satisface 1 = 1. 

dx dy 

e x 

z x = 


9 

9 


e x + e y 

e y 


e x + ey 


z y = 


dz dz 
dx dy 




■ + ■ 


e x + ey e x + ey 


= 1 


Satisface 


d 2 z d 2 z 


dx 2 dy 2 


® z xx — 


Zyy - 


(e x + e y ) ■ 


d 2 z l 2 

dxdy) 


= 0 . 


( e x + e-H 2 

e y.(e x + e y)-ey-ey 


{e x + ey) 2 


V 
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d 2 z d 

e y 

* 

>> 

1 

1 


dxdy dx 
d 2 z d 2 z 

e x + e y 
d 2 z \ 

~~ ( e x + e y )2 • 

2 e jc .(e jc + e^)-e x -e x e y ■ (e x + e y ) - e y ■ e y 

( -e y -e x 

9 dx 2 dy 2 

.dxdy j 

(e x + e y ) 2 (e x + e y ) 2 

l (e x + e y ) 2 


e x -e y 


e y ■ e x 


( e x + e y ) 2 (e x + e y ) 2 

3.12 Sea u = ysen(x), entonces w = f{u). 


-e y -e x \ 2 


U e x + e y y 


= 0y/ 


9 w x = f'(u)- y cos(x) 

9 w y = f\u)- sen(x) 

9 cos(x) w x + ysen(x) w y = cos 2 (x) • y ■ f'{u) + sen 2 (x) ■ y- f'{u) = (cos 2 x + sen 2 x) yf(u) = yf{u) 

dg 2 dg 2 d 2 g 2 

3.13 — = 2xsen(3x-2y) + 3x 2 cos(3x-2y), — = -2x 2 cos(3x- 2v) y - - = -4xcos(3x-2y) -6x 2 sen(3x-2y). 

ox ay dydx 

La identidad se verifica de manera directa. 

3.14 Derivamos a ambos lados respecto a R it 


d 

1 

d 

dfiC 

R 

dR 1 


1 1 1 

Ri R2 R3 


- 1 - 


dR 

dRi 


R 2 


-1 dR _ R 2 
fl 2 ^ dR~i ~ R[. 




dP 

3.15 

9 

zz 


dV 


dV 

mR 

9 

zz 

— 


dT 

P 


dT 

V 

9 

zz 

— 


dP 

mR 


P 

V 


dP dV dT 


P mR V 


= -i- V 


dV dT dP VP mR 
dK d 2 K 1 2 

3.16 ——- = -v 2 -m = K.J 

dm dv 2 2 v 

dw . 

3.17 9 — =/'(«)• 2x-g(y) 

^2 jjj 

9 = 2g(y) • [ f"{u) • 2x 2 + f'{u)] 


dx 2 

d 2 w 


= 2 x[/"(w) • 2 y • g(y) + g'(y) • /'(u)] 


dydx 

® = /'(w)- 2 y-g(y) + g'(y)-/(w) 

dif . 1 , -y 

a — = / («)• - + g (id -— 7 


dx 


x^ 


3.18 
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d z w .. — jc 11. „ 1 -y 1 , 

® Cm) — 2- + £ M f- — -gCv)- 

oyox y y y x 

3.19 Seaw = x 2 -4y 2 , 

dw , v . 

9 — = -e 3x f [u)-8y 

dy 

9 =8y\-3e 3x fiu)-e 3x ffu)-2x] 

dxdy 


du 2 du o 

3.20 - — =n{n-l)r cos (nd) y ~^j = ~ n r cos(n0). Sustituyendo y simplificando se verifica la ecuacion. 


3.21 


dz dz dx dz dy 

dt dx dt dy dt 


= (y 2 + l)-cos? + 2xy-sec 2 t 


dW n 

3.22 = 2f+2fsen2f + 2rcos2f 

dt 

3.23 


dz dz du dz dv 

dx du dx dv dx 


y/ 


U+ V 2 + 


u 


2\f 


u+ V z 


•y+ 


uv 


Vu+ V 2 


-y/x 2 


1 + 




dz dz du dz dv 

dy du dy dv dy 




u + + ■ 


2V u + 


■ x + 


uv 


Vu+ , 


1 lx 


l + l y - 


() 


3.24 


dz 

a.) - = giy)- 


d l 

dx 


b -) ^ = g , (y)-/tey) + g(y) 


df 

dy 


c.) = g\y)-3t 2 -f{x,y) + g[y) 


df df 2 
— -2t + — -3r 
dx dy 


dz , 

— = g (y)-2u-/(x,y) + g(y) 


df df 
-f--0+^--2u 
dx dy 
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3.25 


dz df ' df 


dx 


~ -y+ 

dll dv 


o Aplicamos regia del producto, 


d 2 z 

d 

df 

d 

\df 

dxdy 

dy 

[dh- y \ 


dv 


= 1 - 


, df 

d 2 f 


d 2 f 


du 2 ' x 

+ 

dudv 


3.26 


dz _ drf dx d 2 f dy d 2 f 

du dx 2 du dydx du 
d 2 f d 2 f 

= a^' 2 u+ Wi' l + 


dx d 2 f dy 

dxdy du dy 2 du 

d 2 f d 2 f 

-!--2u+-A r l 
dxdy dy 2 


dz d 2 f dx d 2 f dy d 2 f dx d 2 f dy 

dv dx 2 dv dydx du dxdy du dy 2 du 

d 2 f d 2 f d 2 f d 2 f 

— ~z — t ' 1 + — — ~ • 2v + — — — ■ 1 + — — ^ • 2v 
dx 2 dydx dxdy dy 2 

dz df df 

3.27 9 — = 2x-^+y-±- 

dx du J dv 

9 Aplicamos la regia del producto, 


d 2 z 

dx 2 


d 

dx 


df 

2x^f- 

du 


d 

+ dx 


y 


.df 

dv 


df 

= 2-±-+2x 
du 


d 2 f d 2 f 
du 2 ^ dvdu 


+ y 


d 2 f d 2 f 

2x irir + yir2 

dudv dv z 


9 Simplificando se obtiene el resultado. 


3.28 Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regia de la cadena. Sea z = f{u,v)- g{w). 
Entonces, 


z y = f u ■ -seny - g{w)-6xy. 

z xy = - sen y( f uu • 2x + f uv ■ 2x) - g" (w) ■ 3y 2 • 6xy + 6 y-g'(w) 

3.29 Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regia de la cadena. Sea z = x 2 / 4 (n, v). 
Entonces, 

z x = 2x/ 4 (u, v) + x 2 (4/ 3 (n, v) ■ (/„ • y + f v - 0)) 

Zy — x 2 (4 f 2 [u, v)-(f u -x + f v -2y)) 
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dz dz 

3.30 Las derivadas parciales que se piden aparecen cuando calculamos — y — . La idea es despejar a partir de estos 
dos calculos. 


dz df df 
— = -f--2 x+^--y 

dx ds dt 


dz df df 
— = ~~~ ■ — 1 + -f— • x 

dy ds dt 


, df 1 

De manera analoga, — = 


ds y + 2x 2 


df _ 

1 

dz 

9v 

dz 

dt 

y + 2x 2 

1 Z— -L 

dx 

dy 

dz 

dz ' 




dx ^ dy 


dz dz . 

3.31 Sea u = xy. Con un calculo directo obtenemos — = yf{u) y — = xf (w) Sustituyendo en la ecuacion diferencial 
se obtiene el resultado. 

3.32 

3.33 A1 aplicar el cambio de variable, z es una funcion de u v v, es decir, z = z{u,v). Por tanto 


dz dz 
dx du 


dz 

dv 


dz 1 dz dz dz x 2 dz 

u x + —v v = y— + ~ — y — = x- — 

y J du y dv dy du y dv 


, dz dz , — — 

Sustituyendo — , — , x = \/uv y y = Vulven (*), nos queda 
dx dy 


dz 

du 


= v sen u 


3.34 Sea F{x, y, z) = x 2 y 2 + sen(xyz) + z l - 4. Si las derivadas parciales z x y z y existen en todo el dominio en el que 
F z f 0, entonces 


dz 

dx 

dz 

dy 


F x _ 2xy 2 + yzcos(xyz) 
F z xycos(xyz) + 2z 
F y _ 2x 2 y + xz cos (xyz) 

xycos(xyz) + 2z 


9 La identidad se obtiene sustituyendo y simplificando. 


3.35 En este caso, F = g , x 2 + y 2 j . 
„ dz g x 


z 

gu-~ + gv- 2x 


dx g z 


xy 

-& 11 ' z 2 


dz gy gl1 ' Z + gv ' 2y 


dx g z 


xy 


9 
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y x 

gu-~ + gv 2x gu-- + gv2y 

9 y — x- z 


gu 


( x 2 - y 2 \ 


xy 

& u ' ~^2 


xy 
& u ' ~Z\ 2 


xy 


z(x 2 -y 2 ) 
xy 




3.36 Sea F = z- f{u) con u = z/xy. 


dz 

dx 

dz 

dy 


iZ 

F z 


x 2 y 

l - f'[u) • — 
xy 

-/'(«)•— 7 

xy 2 

1 


f'{u) 


1 - f'{u) 

xy 

dz dz z f{u) 

x- — y— = -x — 

dx 1 dy x xy-f'{u ) 


x xy-f'(u) 

z f\u) 
y xy- f'{u) ' 

f'iu) 


y-- 


y xy- f'{u) 


= 0 \J 


3.37 La primera derivada se hace derivando impllcitamente; las segundas derivadas son derivadas ordinarias. 

dz _ zln(yz) 
dx x- z 


d 2 z _ d 
dx 2 dx 


zln(yz) 


X- z 


dz , ' dx 

— -ln(yz) + z 

dx yz 


dz 

4L dz) 


*-ai ' zln(yz) 


(x-z) 2 


dz 


xz 


dy y(x-z) 


zln(yz) 

ZWZ£>. ln0 , 2)tz .L^IZ _ f 1 + £W^' 


x-z 


yz 


x-z 


■ z In (yz) 


(x-z) 2 


d 2 z d 
dy 2 dy 


xz 


y(x-z) 


dz 

x- — -y(x-z) 

<3y 


dz 

x - z - y • — | • xz 

dyj 


y 2 (x- z) 2 


xz 


X- 


y(x-z) 


•y(x-z) 


xz 


x-z-y- 


y(x-z) 


■xz 


y 2 (x- z) 2 
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d 2 z _ d 
dxdy dx 


xz 


y(x-z) 


dz 

z + x- — ]-y(x-z) - 


dz 1 

y ~ y 'Tx Vxz 


y 2 (x-z) 2 


z + x- 


zln(yz) ) 
x- z ) 


y{x-z ) 


y-y-- 


zln(yz) ) 
x-z ) 


xz 


y 2 (x-z) 2 


3.38 

3.39 

3.40 

3.41 

3.42 


a.) V/ = {—2x, — 2y) 

u (-2, 1) 2 

= v/(Q) • — = (-2, -2) ■ — = — 


b.) 


D u f(P ) = (—2a, — 2fo) • (—2, 1) / v^5 = v^2 => 4a — 2f? = \/l0 

D v f(P ) = (-2a,-2i?Ml,l)/\/2 = => -2a-2b= vTo 


Entonces, a = 0 y b = -\/5/2. P = (0,— -\/5/2,3/2). 

c. ) La superficie S tiene ecuacion z = 4 - x 2 - y 2 . Si G = z-4 + x 2 + y 2 entonces un vector normal al piano es 
N = VG(R) = (2,-2, 1). Luego la ecuacion cartesiana es 2x-2y + z = 6. 

d. ) D u f{R) es maxima si u = V/(J?) = (-2,2). En este caso, Dyf m f[R) = ||V/CR)|| = V8. 

3.43 

2x+yz -xz 1 

a0 y f = ~^~2 ’ q 2 I 

xy + 3z z xy + 3z z j 

v (-2,1) 2 

D a /(Q) - Vz(Q) • — = (-1,0) • — = — 

Ill'll \/5 \/5 

b. ) DpzfP) = (— 2/M)-(-2,l)/\/5= \/2 => £> = 4/^ 

c. ) La superficie S tiene ecuacion G(x,y,z) = x 2 + xyz+z 3 -l, entonces VG= (2x+yz,xz,xy+3z 2 ). Un vector normal 
al piano es N = VG(R) = (1, 1,2). Luego la ecuacion cartesiana es x + y + 2z = 2. 
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d.) D u z{R ) es minima si u = -Vz(F) = (1/2, 1/2). En este caso, D^ Z (r)Z{R) = -||Vz(F)|| = -vT/2. 

3.44 


a.) z = z(x, y) esta definida de manera implicita. Sea F(x, y, z) = z 3 + xz + y - 1. 
Vz = ' ‘ " 1 


F x 

i 

i 

z 

F z ’ 

i 

. 3z 2 + x 


( 1 ,- 2 ) 

DjjZ(P) - Vz(P) • ——=r- 
v5 

( 1 ,- 2 ) n 

= (0,-1) — = 2/\/5 = 0.894427. 

\/5 

b. ) El maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P es ||Vz(P)|| = 1 cuando v = Vz(P) = (0,-1). 

c. ) Como la superficie S tiene ecuacion G(x, y, z) = z 3 + xz + y - 1, la ecuacion cartesiana del piano tangente en el 
punto P es VG(P) • (x,y,z) = VG(P) -P 

O VG(x,y,z) = (z, 1 ,3z 2 + x) 

»A/ = VG(1, 1,0) = (0,1,1) 

La ecuacion cartesiana del piano tangente en el punto P es y + z = 1. 


3.45 

a.) z = z(x, y) esta definida de manera implicita. Sea F(x, y, z) = xyz 2 - 8z. 


Fx 

- Fy \ 


CM 

tN? 

xz 2 ) 

F z ' 

Fz’l 


, 2zxy-8’ 

2zxy- 8 j 




Vz(P) • 


(-5, y/2) 
V27 


(- 8 ,- 8 ) • 


(—5, \/2) 

VZ7 


40-8\/2 

VZ7 


5.52068 


b. ) 

c. ) Como la superficie S tiene ecuacion G(x, y, z) = xyz 2 - 8z, la ecuacion cartesiana del piano tangente en el punto P 
es VG(P) • (x, y, z) = VG(P) • P. 
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O V G (x, y, z) = (yz 2 ,xz 2 , 2 xyz - 8) 

9 N = VG(1,1,8) = (64,64,8) 

La ecuacion cartesiana del piano tangente en el punto P es 64x + 64y + 8z = 192. 

3.46 La recta normal L pasa por P y va en la direction de un vector normal a la superficie S e 1 
N=VG{P) = (1,1, 2/^2), as! una ecuacion vectorial de la recta es L: (x, y, z) = P + t ( 1 , 1 , 2 / V2 ) , t e 

3.47 

a. ) 

b. ) 

3.47 

Soluciones del Capftulo 4 

4.1 Puntos criticos. 

d f s 

— = 4x 3 - 4y 
dx 

< 

df , 

— = 4y 3 — 4x 

dy 

Puntos criticos: (0,0), (1,1), (-1,-1). 

Clasificacion. D 2 (x,y) = f xx - f yy - (f xy ) 2 = 12x 2 • 12y 2 - 16. 


= 0 


y = x 


= o 


x(x° - 1) = 0 


x = 0 

x = +1 


p 

fxx(P) 

fyy(P) 

ifxy(P )) 2 

D 2 (P) 

Clasificacion 

(0,0) 

0 

0 

16 

-16 

(0,0, 1) es punto de silla. 

(1,1) 

12 

12 

16 

128 

(1, 1,-1) es minimo local. 

(-1,-1) 

12 

12 

16 

128 

(— 1, — 1, — 1) es minimo local 


4.2 Puntos criticos. 


J f x = 3x 2 + 3y 2 - 6x = 0 (£1) J 3(x 2 + y 2 -2x) = 0 

| / y = 6xy-6y = 0 (£2) j 6y(x-l) = 0=>y = 0 o x=l. 


3 . Podemos tomar 
U. 
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9 Si y = 0, sustituyendo en (£1) queda 9 Si x = 1, sustituyendo en (£1) queda 

3(x — 2x ) = 0 => x = 0, x = 2. 3(y 2 — 1) = 0 => y — 1, y = — 1. 

Finalmente, tenemos cuatro puntos criticos: (0,0), (2,0), (1,1) y (1,-1). 

Clasificacion. 


D 2 (x, y) = f xx • fyy ( f xy f = (6x - 6) • (6x - 6) - 36y 2 . 

9 En (0,0) / alcanza un maximo relativo, pues £2(0,0) = 36 > 0 y / xx (0,0) = -6 < 0. 
9 En (2,0) / alcanza un minimo relativo pues £ 2 (2,0 ) = 36 > 0 y f xx { 2,0) = 6 > 0. 

9 En (1, 1) / no alcanza un extremo pues £2(1, 1) = -36 < 0 (punto de silla). 

9 En (1,-1) / no alcanza un extremo pues £2(1,-!) = -36 < 0 (punto de silla). 


4.3 Como P = (1,2) es punto critico, las derivadas parciales de z se 


dz 

dx 

dz 

(1,2) 

= 0 

('-?) 

b 

0,2) 

= 0 

dx 

(1,2) 

= 0 

\ y 2 J 

(1,2) 

= 0 


a 

2 - -=■ - 

l 2 


1 - -= - 
2 2 


anulan en P, es decir 

0 

=> a = 2 y b = 4 

0 


Ahora, D 2 (x, y) = 
9 £ 2 (1, 2) = 3 yz 


2a\ 


'2b 

<y 




8 

iy : 


-a'" 1 - 


c (l,2) = 4 > 0. Luego, en el punto P = (2, 1) z alcanza un mlnimo relativo. 


4.4 9 Puntos criticos: Resolvemos el sistema, 


z x = 8x-y = 0 =>8x = y 

< 


=> I6y = y => y = 0 


z y = -x + 2y = 0 =>2y = x 
asi, el unico punto critico es (0, 0) . 

9 Test: D 2 {x,y ) = 8 • 2 - — (— l) 2 = 15 (es constante) y puesto que z xx = 8 > 0, entonces = (0, 0, 0) es unminimo relativo. 


4.5 La grafica de / es, 


9 Puntos crlticos: El sistema es 


0 

0 


\ z x = 2xe~ x2 ~y 2 - 2xe~ x2 -y\x 2 -y 2 ) = 

\ z y = -2ye~ x2 -y 2 -2ye~ x2 -y 2 (x 2 -y 2 ) = 

j e~ x *~ y2 2x(l - x 2 + y 2 ) = 0 
Simplificando oiicda 2 .,2 9 9 

F 4 I -e~ x ~ y 2y(l + x 2 - y 2 ) = 0 

2 2 

como e~ x y > 0 entonces nos queda el sistema 

J 2x(l - x 2 + y 2 ) = 0 
[ -2y{\ + x 2 - y 2 ) = 0 

Tenemos 4 casos: 

® CASO 1.) 2x = 0 y 2y = 0. Entonces x = 0 y y = 0. 

9 CASO 2.) 2x = 0 y (1 + x 2 - y 2 ) = 0 . Entonces x = 0 y y = +1 
O CASO 3.) -2y = 0 y (1 - x 2 + y 2 ) = 0. Entonces y = 0 y x = ±1 
Q CASO 4.) (1 - x 2 + y 2 ) = 0 y (1 + x 2 - y 2 ) = 0 . Este caso es inconsistente pues quedaria 

O O O O 

x - y = 1 y x - y = - 1 

a Test: Calculamos D 2 y evaluamos cada uno de los cinco puntos. 

Zjcx = 2 e~ x 2 ~y 2 (2x 4 - x 2 (2y 2 + 5) + y 2 + 1) 


Zyy = 2 e~ x2 ~y 2 (x 2 (2y 2 - 1) - 2y 4 + 5y 2 - 1) 
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z xy = 4 xye~ x ~~ y \x 2 - y 2 ) 

Luego tenemos: 

OPara P = (0,0,0), D 2 (P) = -4 . P es un punto de silla. 

J> Para (0, 1 , - 1 / e) , D 2 (P) = 2 . 1 65 > 0 z xx = 1 .47 < 0 . Se trata de un mmimo relativo. 

Para (0, - 1 , - 1 / e ) , D 2 (P) = 2 . 1 65 > 0 z xx = 1 .47 < 0 . Se trata de un mmimo relativo. 
<JPara (1,0, 1/e), D 2 (P) = 2.165 > 0 z xx = -1.47 < 0 . Se trata de un maximo relativo. 

Q Para (- 1 , 0, - 1 / e ) , D 2 (P) = 2 . 1 65 > 0 z xx = - 1 .47 < 0 . Se trata de un maximo relativo. 

4.6 La distancia del punto al paraboloide es d(x,y) = yj (x-2) 2 + (j/-2) 2 + (x 2 + y 2 ) 2 . 

Puntos criticos: Debemos resolver el sistema 

x-2 + 2x(x 2 + y 2 ) = 0 

y-2 + 2y(y 2 + y 2 ) = 0 


Como x = 0, y - 0 no es solucion del sistema, podemos asumir que x ^ 0 y y ^ 0. Luego, despejando 
2-x 2- v 

x = y. 


? 2 

x + y = 


2x 


2 y 


Ahora, sustiyendo x = y en cualquiera de las ecuaciones, obtenemos x - 2 + 4x 3 = 0. La calculadora nos da las 
soluciones x = 0.68939835..., y = 0.68939835.... 


Clasificacion. D 2 (x,y) = [(l+4x 2 +2(x 2 +y 2 )]-[l+4y 2 +2(x 2 +y 2 )]-16x 2 y 2 . Evaluamos D 2 (0. 68939835..., 0.68939835...) = 
19.4466... > 0 y / xx (0.68939835..., 0.68939835...) > 0, es decir, el punto en el paraboloide donde se alcanzala distancia 
minima al punto (2,2,2) es (0.68939835..., 0.68939835..., z(0.68939835..., 0.68939835...)). 

4.7 Los puntos criticos son (0,0), (1,1) y (-1,-1) 

4.8 Suponga que las dimensiones de la caja son x cm de ancho, y cms de largo y z cms de alto, entonces su volumen es : 


512 

512 = xyz => z = 

xy 

Por otro lado, el costo total esta dado por c(x, y, z) = 20xz + 20yz + 40xy 


De donde obtenemos que 
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10240 10240 

c(x,y ) = 1 h40xy 

x y 


Calculando las derivadas parciales, formamos el siguiente sistema 


dc 

= 40y- 

10240 

dx 

X 2 

dc 

= 40x — 

10240 


y 2 



0 (El) 

0 (E2) 


Multiplicando por (El) por x a ambos lados y (E2) por y ambos lados, obtenemos 
Sustituyendo en (El) obtenemos x = y = \/256 


10240 

x 


Cxx 


20480 


10240 

, es dectr, x = y. 

y 


D 2 {x, y) 


-1600 + 


419430400 

x 3 y 3 


y al evaluar en el punto P = (s/256, \/ 256 ) , tenemos que 


Cxx(P) = 80 >0 

D 2 {P) = 4800 >0 

Con lo cual las dimensiones de la caja con costo mlnimo son x = \/256, y = v256 y z = 8s/4. 


4.9 

4.10 

4.11 El area de la superficie es S(x, y, h) = 2 xh + 2 yh + 2 xy = 64. Despejando h obtenemos que le volumen es V = 

82- xy , , , 

xy . Resolvtendo W = (0,0) obtenemos x- y= V32/3. 


x + y 


4.12 Problema: “Maximizar V{r,h) = nr^h sujeto a 48^ = 27tr h + nr z . 


2 ” 


o L(r, h, A) = 7tr 2 It - A(2r h + r 2 -48). 

L r = 2nrh-\{2h + 2r) = 0 (1) 

Lh = nr 2 - A2r = 0 (2) 

L\ = 2r h + r 2 ^48 (3) 


Q < 


A - 


7tr/t 


h + r 
A = 7tr/2 

2 rh+r 2 = 48 


pues 7z > 0 y r > 0. 


Ahora, A = A 


7trh 7t 
h+r 2 


r{h - r) - 0 => r = h (r > 0). 
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Luego, sustituimos r = h en la ecuacion (3) : 

2 rh + r 2 = 48 ==> 2 h 2 + h 2 - 48 => h = ±4. 

Las dimensiones son h = 4 y r = 4. 

4.13 

a. ) Como xy 2 z = 32 entonces x, y ni z puede ser nulos (sino el producto seria 0). 

b. ) Problema: 

“Minimizar d(Q, O) sujeto a la restriction xy 2 z = 32. ’’ 

“Minimizar d = \J x 2 + y 2 + z 2 sujeto a la restriction xy 2 z = 32. ” 

sea L(x,y,z, A) = ^/* 2 + y 2 + z 2 - A (xy 2 z- 32) = sj x 2 + y z + z 2 - A xy 2 z- 32A) . 


O Puntos criticos. 


Lx 

= 0 

X i 2 

. = - Ay z 

yj x 2 + y 2 + z 2 

= 0 

(El) 

Ly 



it 

O 

II 

2Axyz 

\J x 2 + y 2 + z 2 

= 0 

(E2) 

Lz 

. L a 

= 0 

= 0 

— Axv 2 

\J x 2 + y 2 + z 2 

= 0 

(E3) 



xy 2 z- 32 

= 0 

(E4) 


Como x, y y z son no nulos, podemos despejar A en las ecuaciones (El), (E2) y (E3), 

2x 2 = y 2 

^ , 

A = -^= = / ^ 

y 2 Z\J x 2 + y 2 + z 2 2 xyz\J x 2 + y 2 + z 2 xy 2 sj x 2 + y 2 + z 2 

de donde obtenemos 2x 2 = y 2 y y 2 = 2z 2 , es decir x = ±z y y 2 = 2z 2 . 

Sustituyendo en la ecuacion (E4) nos queda z • 2z 2 • z = 2z 4 = 32, es decir z = ±2. 

Finalmente, como y 2 > 0 y como xy 2 z = 32 entonces xy z deben tener el mismo signo, es decir, x = z y y = ±\/2z. 
Tenemos solo cuatro posibles soluciones, 
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Z 


Como d{Qi, O) = d(Q 2 , 0) = d(Q 3 , O ) = d{Q it O ) , los cua- 
tro puntos son los puntos de S mas cercanos al origen. 


Qi = (-2, -2s/2, 2); A = 1/8, 


Q 2 = (2, -2y/2, 2); A = 1/8, 


Q 3 = (-2, 2>/2, -2); A = 1/8, 


Q 4 = (-2, 2\/2, -2); A = 1/8. 




La altura total es h + r ~ 8.49m y el diametro es d ~ 8.49m 

4.15 Problema: “Maximizar p = 2 + xz + y 2 sujeto a la restriccion x 2 + y 2 + z 2 - 4 = 0 ” 

Hay cuatro puntos criticos: (0,±2,0), (+v / 2,0,±v / 2),(±v / 2,0, :: Fv / 2). Evaluando p en los seis puntos encontramos que 
p esmaximo en los puntos (0, ±2,0) ymmimo en los puntos (± x/2, 0, +\/2). 

4.16 x = 3/2, y = 3/2, A = -3. 

4.17 

4.18 A = 0, x = - 1 , y = 0, 

A = 0, jc= 1, y = 0, 

A = 0, y = -1, x = 0, 

A = 0, y = 1, x = 0, 

, 1 1 1 

A= -, x = — — , y = — -, 


2’ s/2 J s/2 

, 1 1 1 
A= -, x = — — , y= — , 


2’ v/2" ^ 

1 11 1 



4.19 (±\/2, 1) y A = 1. Observe que i = 0no satisface la restriccion. 


4.20 


4.21 
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4.22 

4.23 

4.24 

4.25 

4.26 

4.27 

4.28 

4.29 

4.30 

4.31 x = ±1/3, y = ±3, z=+4/3, w max = 2\/3l3 

4.32 

4.33 

4.34 

4.35 

4.36 

4.37 

Soluciones del Capitulo 5 


5.1 


Ar = 


=LL 


1 t'2-x‘ L 


dydx = 7/6 
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5.2 


5.3 Cuidado, debe escoger la rama correcta en cada parabola. 

r 3 ~\/y 
i -2+y]2—y J 


rr r 2 r 3 ~Ay 

/ / fix,y)dA = 1 1 fix,y)dxdy 

JJr Jo J- : 


rr r— 2+\[2 r2 

ti.™ dA= h i 


2-(x+2) 2 


/ 3-V2 r2 r3 r(x- 3) 2 

/ fix,y)dydx + / / fix,y)dydx 

- 2 +V 2 J 0 J 3 -V 2 .J 0 


5.4 Cuidado, debe tener el cuidado de escoger la rama correcta en la parabola y el signo correcto en la elipse. 


rr r 0 rx+ 4 r2 r4—2\/4—{x—2) 2 

// f{x,y)dA= I I f{x,y)dydx+ / | fix,y)dydx 

JJr J —2 J 2 —(x+ 2 ) 2 Jo Jx —2 


l nx -y )dA =Li 


0 r y+ 2 C 2 c|(4- v / 8y-y 2 ) c4 


fix, y)dxdy + 


rr 

Jo J - : 


-2+ \j2—y Jo J — 2+ \j2—y 

5.5 El calculo es facil proyectando sobre XY o YZ. 


f(x, y)dxdy 


r pi 4 

J 2 Jy—4 


I (4- \/8 y-y 


fix, y)dxdy 
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5.8 


V = 


Proyectamos sobre XY. 



\J ( x 2 + y 2 )l3dydx + 



\] {x 2 + y 2 )/3dydx 


5.9 


5.10 

5.11 

5.12 

5.13 


Solucion: La manera facil es proyectar sobre XZ y usar 
coordenadas polares, 


5.14 


v « = II 

r 

Jo J 2 


4- x dA 


Rxz 

71/2 r2 


(4 — rcosd) • rdrdd 


2sen0 


= 2n-2 



5.15 Proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares 


to|^ 
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5.16 

5.17 

5.18 

5.19 

5.20 

5.21 


V n = 


p2n rnlA rl Tl ( \ 

J J j p 2 setup d p d(p d6 = —\ 2 -V 2 J 


I = 3/4(e- e _1 ). 


El calculo es facil proyectando sobre XY oYZ. 


Proyeccion sobre YZ. 



dzdy 




Proyectando sobre XY. 


5.22 



dydx 
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5.23 


Proyectamos sobre YZ. 

■0 p2+2y r rl-zl2+y 


/ 0 pZ+Zy r nl-zrz+y r2 p\j4-y 2 r rl-z/2+y 

| | dx dzdy + 11 I dx 

-lJo [Jo Jo Jo [Jo 


dzdy 



-2 y + z = 


f* ci c* h hr I ci jr xt (2 l 

5.24 V C = rdzdrd0 = — 

Jo Jo Jo 3 


p2;r r'll\/2 rVl—r 2 ^ . 

5.25 Vq = J J J rdzdrd6= -\2-y/l 


27r />1 nyA-r 2 


5.26 V r 


-/ 7 / 


r dzdr d6 = 2n 


l~y/3 


8n 2 r 

5.27 2v3n. 

3 


4*/*/* ^ 4»7T/Z 4*1 4*4 ^ nJl/Z nZ 4*4 

5.28 / / / . dF - j I I dvdrd6+ / I 1 dvdrdO. Para terminar el calculo, observe 

JJjQ \/x 2 + z 2 + 1 JO Jo Ji r+1 Jo Ji Jr 2 r + 1 

, , , r 1 r 3 ? 1 

que (dividiendo) = 1 v que = r -r + 1 . 

r + 1 r+1 r + 1 r + 1 

5.29 La proyeccion sobre XF es la region limitada por la recta x + y = 2 en el primer cuadrante. 


n 2-i 4*4 

I dzdydx. 

JV 4-x 2 


5.30 


1*2.71 /*7t/4 4*1 7T / \ 

5.31 V Q = J J J p 2 setup dp dtp d6 = -\2-'/2j 


5.32 Como z = p coscp = h, entonces el solido se puede describir en coordenadas polares como 

h 

0 <p< , 0<6<2rt y 0 < <p < arctan(a//j). 

cos tp 


Esta integral es sencilla (aunque no parece). Recuerde que cos cp = 


h 


V a 2 + h 2 


, con esto la integral simplifica my bien. 


p2n rarctan(alh) rhlcostp 

Vc = I I / p 2 setup dp dtp d6 = 

Jo Jo Jo 


na 2 h 
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5.33 

5.34 Como z= a- h entonces p cos <p = a - h. Asi Q se describe en coordenadas esfericas como 

a- h a-h 

< p < a, 0<9<2n, y 0 < w < n/2- arcsen( ). 

cos cp a 


III 


dV = 


5.35 

5.36 

5.37 2a 2 n 


-2 n fill 2-arcsen( iL -^) ra 


I 


-2n r ^/2-arcsen(^) p 3 senip a 


0 3 

a-h 


/ / 

n 

r2n rnl 2-arcsen( i ^) j 

Jo Jo 

r2n Y 

Jo 3 

r 2n l 

Jo 3 


a-h 
cos <p 


p 2 sencpdp dcpdd 


a-h 
cos <p 


dcpdd 


- [a 3 sen<p -{a- h) 3 sec 3 (p sentp] dcp dd 


-a 3 cos <p- (a - h) 3 


1 


2 cos 2 <p 


/' 


o sec 2 <p 

pues | sec cp setup dcp = — (sustitucion). 


3a/t 2 - h 3 


dd pues cos 


7r/2-arcsen 


a-h\\ a-h 


< fi- 


ll 


— (3 ah 2 - h 3 ) 


Soluciones del Capftulo 6 

6.1 Vamos a proyectar sobre el piano xy. Como se ve en la figura, la proyeccion esta entre los circulos x 2 + y 2 = 1 y 
x 2 + y 2 = 2 con 0 < d < n/A. Entonces 


As = 


1 + z 2 + z 2 dA 


II 

JJ \J 1 + 4x 2 + 4y 2 dydx 

rTi/4: r2 

l I * 


r 2 + 1 r drdd, (sustitucion: u = 4r + 1) 


(-5%/5 + 17v/l7] Jt 


48 
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6.2 dS= \/ z 2 + Zy + l dA = 


x y 

H — ^ ^ + 1 dA 


x 2 + y 2 x 2 + y 2 


As = ff dS - f f \l2 rdrdd = 7iV2. 
JJs Jo Jo 


6.3 


6.4 


- Us 


A= IJ dS = 


x 2 + ldydx 

f x\/4j 

Jo 


lx 2 + 1 dx 


f 

= A ^ 

6.5 Proyectamos sobre XY 
A S - Jf /S 

rnl 2 r \/3 

= VI 

Jnl 4 J 1 


17 ^ du u 2 

F “ 12 


17 


= 5,7577 


+ 4r 2 r dr d0 


= -f (l + 4r 2 ) 3/2 |fd0 = F (13v ^_ 5 ^) 
12 A /4 11 48 

6.6 Proyectamos sobre XY. 


ff s 2xy + z + 1) dS = a 2xy + z + 1 dxdy 

2 z-4 


= a 


2xy + 4 - y 2 + 1 dxdy 



6.7 


6.8 
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6.9 

6.10 


6.11 Vamos a proyectar sobre el piano XY. La proyeccion es el clrculo x z + y 2 < 2 

_ / , 7 (-x/z, -y/z, 1) 

a Como z = y/9 - x z - y z entonces podemos poner N = — — — . Luego, 


(-x/z, -ylz, 1)11 


FNdS = II (y, -x,8z) • ] — — J —^—\\{-xlz,-ylz,l)\\dA 

x/z, -ylz, 1)11 


ffF-NaS = [fty, 

JJSi JJSi 

■ it 

= ( 2 ’fW 

Jo Jo 


8zdA 

ID 

-2 71 />2 


r 2 r dr dd 


3/2 q3/2\ 


167r(5 d/ - 9 


6.12 a divF = y 2 + z 2 
9 La proyeccion es el clrculo x 2 + y 2 < 1 


divF rfl/ 


Ii FNdS - III 

r>2n r L r 1 

Jo Jo J-l 


Q 

27 1 7-1 7-1 


r 2 r drdO 


= n 


6.13 

6.14 


IL 


FNdS = 


a (0,x + y, 1 - (x-2) 3 ) • (-3(x-2) 2 ,0, 1) dydx 


■ n (1 - (x-2) 3 )dy(ix 

n 3 

(-x 3 + 6x 2 - 12x + 9) dydx 

r 3 

= 3 J (-x 3 + 6x 2 -12x + 9)dx = 3 


X 4 3 2 

b 2x 3 - 6x 2 + 9x 

4 


= 6 
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6.15 Proyectamos sobre XY 


As = 


II 


dS 


s 

nl 2 r V3 


VI 

Jnl 4 J 1 


+ 4 r 2 r dr d6 


= -T (l + 4 r 2 ) 3/2 |f d6 = — (13VT3-5V^) 
12 Jn/4 11 48 

6.16 Proyectamos sobre XY. 



6.17 Se puede aplicar el teorema de divergencia. Div F=l-l + 2 = 2. 


II 


FNdS = 


n 4-4 r 3-x 

| 2 dvdzdx 

Jo 

- ff 

- f 


-2 pi—xr 


(J6-2x)dzdx 


(6-2x) (4 - x )dx 


r 2 

/ (2x 3 -6x 2 -8x + 24)dx 
Jo 


2x 3 - 4x 2 + 24x 


= 8-16-16 + 48 = 24 


6.18 


6.19 Odi vF = y 2 + z 2 
9 La proyeccion es el clrculo x 2 + y 2 < 1 
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FNdS 


III Q ' ,ivFdv 



r 2 r drdO 


= n 


6.20 

6.21 

6.22 

6.23 


